Exercice 1

Parmi les applications suivantes définies sur R* x R?, lesquelles sont des formes bilinéaires, des
formes bilinéaires symétriques 7

i (21,22, 23) , (Y1, Y2, ys) ¥ 42191 +929Ye+ X3y — 21 Y2 — Tayy +Hy1 T3+ 221ys+2 (T2y3 + T3y2)
fa i (21,22, 23) 5 (U1, Y2, ¥3) = 42191 +9T9Yo+ T3y — T1 Yo+ Ty + 11 T3 +T1 Y3+ 2 (Tays + T3yo)
Bl f3 0 (21, 22,23), (Y1, Y2, ¥3) — 3x1y1 + 4a2y> I T3y3 — T1Y2 — T2l
fo (21, w2, 23) , (Y1, Yo, ys) ¥ 3Tain + 4Tays + T3ys — T1Y2 — Tay1 + T3l + YsT1.
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Exercice 2

Soient F I'espace vectoriel réel R? rapporté a sa base canonique (e, es) et f la forme bilinéaire

définie sur £ en posant pour tout élément (x,y) € E?, avec FEjiEig)ct v = (igl Byg)?

fz,y) = 332131 — 14 (2192 + Tapn) + 620y, — F5 % Li - \Y L 2.5

n Ecrire la matrice de f par rapport a la base (e, €3). & % X BN

H Montrer que les vecteurs [fi =@j2e,, fo = 2¢€; + 5eé- forment une base de E. %

Ecrire la matrice de f par rapport a la base (fi, f2) de E. = ’
Donner I'expression de la forme quadratique g, associée a f, par rapport a chacune des bases

(e1,e2) et (fi1, fa).
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Exercice 3

Soit ¢ une forme quadratique sur R? définie pour = (1, 75, 23) € R? par :
i | | I 1,L2, T3 I

q(x) = 2% — 235 — 2m9w3 — 41173,

n Ecrire la forme polaire de f associée a g.

E Ecrire la matrice A de ¢ relativement & la base canonique B de R®.
Bl Donner une réduction de Gauss de g.

Donner la signature et le rang de q.

8] La forme quadratique ¢ est-elle non dégénérée? Justifier.

Donner une base g-orthogonale.
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Exercice 4

Soit ¢ la forme quadratique définie sur E = Ry[X] par :
VP € Ry[X];a(P) = P(0)P(1)

§ Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de Ry[X].
] Montrer que {1 — X*} est une base du noyau de ¢ et en déduire le rang de g.

c (-] R6E 4P =3,

RY Déterminer le cone des vecteurs isotropes €{(q).
EY Déterminer une base de E formée de vecteurs isotropes. ) }

H C(¢) est-il un sous-espace de E. ? g ( e\ ) ?
[@ Posons e; =1 — X? € ker(q) et e =1+ X. Chercher une base de {e1,ea}*.= ; /

H Déterminer une base g-orthogonale. Quelle est la signature de ¢ 7
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Exercice 5

(Exercice 11, c.f 2016-2017 10 pts): Soit g la forme quadratique sur R* définie par
q(@,y, 2) = 10zy + 6y=

Déterminer la forme polaire [ associée a ¢ et donner sa matrice canonique.
B Donner une base 8 = {uy, up, uz} de R? telle que la matrice Mg s(f) est diagonale.
B En déduire le rang, le noyau et la signature de g.

Ecrire ¢ comme une combinaison linéaire de carrées de formes linéaires sur R? linéairement
indépendantes.

Exercice 6

Soit ¢ la forme q1.1&dratique définie sur R? par :

q(z,y,2) = 2° + 6y° + 62° + dzy — 222.

Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique B = (e, €3, €3) de R3.
Déterminer la forme polaire de gq.
n Réduire ¢ en somme de carrés. En déduire la signature de ¢ et une base g-orthogonale.
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Exercice 7

Soit g la forme quadratique sur R? définie par
glz,y, 2) = 2% + 4y + 2% — doy + 22
Déterminer la forme polaire f associée & ¢ et donner sa matrice canonique.

! Utiliser I'algorithme de Gauss pour écrire ¢ comme une combinaison linéaire de carrées de
formes linéaires sur ®* linéairement indépendantes.

B Donner une base § = {uy, uy, us} de B? telle que la matrice Mj 3(f) est diagonale.

n En déduire le rang, le noyau et la signature de q.



Exercice 8

Soit ¢ la forme quadratique sur R?® définie par
q(z,y,z) = 102y + 6y=
Déterminer la forme polaire f associée a ¢ et donner sa matrice canonique.
Donner une base 3 = {u1, u2,u3} de R? telle que la matrice Mz s(f) est diagonale.
n En déduire le rang, le noyau et la signature de q.

Ecrire ¢ comme une combinaison linéaire de carrées de formes linéaires sur R? linéairement
indépendantes.



