Séance 11 : révision ENSAJ

Montrer que les suites ci-dessous sont convergentes et calculer leurs limites :
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Soit f : R —» R une fonction continue
Justifier que les fonctions g : R — R suivantes sont de classe C! et exprimer leurs dérivées : \w)
)= /h f(t)dt 9@ = [ =st)a o@) = [ 1@+ g&) - 1§ N
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2. Intégrales fonctions des bornes.

Rappelons le théoréme de Newton-Leibniz :

it 1 ¢ de R. /- T — R ou C une fonction continue, ¢ un point quelcongue

Fix) =

Théoréme : Soi

de I. La fonctio

"
fir).dA est une primitive de f, en ce sens que Wx e 1 F'(x) = flx).
A

Remargue : Si fest seulement continue par morceaux sur I, la fonction F est alors
a) continue sur I,
b) dérivable en tout point x ot fest continue, et alors
¢) dérivable a droite et & gauche en tout point de I, et

F'g{.\'} =fix—0) (limite a gauche ) F‘g(xj = flx ~ 0} ( limite a gauche )

Conséquence : Soit I un intervalle de R. f: I — R ou C une fonction continue par morceaux, o et
. deux fonctions continues X — I, ot X est un espace métrique. La fonction F(x) = .[f“‘lyﬂl).dl est
continue. comme composée de fonctions continues, puisque I'on peut écrire
F(x) = D)) - Dladx)) . G D) = J’('_ﬂr).d:.

Si fest continue, et o et f§ sont dérivables : X — I ( X et I intervalles de R ), alors F est dérivable
comme composée, et (Vx) F'(x) = '(x).AP(x)) — o 0A )

définie dans X
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1. Calculer F(z) = [

2. Montrer avec les régles de Riemann que I = [

+o0
3. Calculer I = /
J1
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dé a l'aide du changement de variable v = vt* + 1.
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Soit f : R — R définie par : Pour tout x € R,

1 e-12(1+i2)
= ———dt.
f(=) /o 1+ 2

a) Montrer que [ est dérivable sur R et que f'(z) = —28‘“2] e~ dt.

0

€T
b) En déduire que la fonction x — f(z) + (f et dt)? est constante.
0

+co
c) En déduire que / et dt = g
0
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Théoréme de dérivabilité des intégr
R et f une fonction définie sur J x

@ pour tout = € J, la fonctior
intégrable sur I;

@ fadmet une dérivée partie
® pour tout = € J, la fonctior

® pour tout ¢ € I, la fonction

@ il existe g : I — B, continu
toutz c Jettoutte I,

Alors la fonction F :  + [} f(z,t)d
F'(2) = [; 52 (@, t)dt.

Classe " des intégrales a paramét
fonction définie sur J x I & valeur:
. f admet des dérivées parti
définies sur J x I pour tou

. pour tout z € J et tout 0 <
morceaux sur I et intégral

L pour tout ¢ € I, la fonction

@ il existe g: T — R, contin
toutz € Jettouttel,

Alors la fonction F: z — [, f(=,t)c
tout0 < j <k,

FU)(



ales a paramétres : Soit [, J deux intervalles de
I a valeurs dans K. On suppose que

| t — f(x,t) est continue par morceaux sur I et

8
lle Ej deéfinie sur J < I,
) .
Vit Fi{m,t) est continue par morceaux sur I,

3, ]
F é(x‘t) est continue sur J;
e par morceaux et intégrable telle que, pour

i

= < glt).

(zt)

t est de classe C' sur J et, pour tout z € J,

res : Soit 1, J deux intervalles de R, f une
; dans [K et k > 1. On suppose que

elles par rapport a la premiére variable %
tj <k
. N oy .
7 = k, la fonction ¢ — g(z, t) est continue par
le sur T
af - .
T F(:‘ t) est continue sur J;
le par morceaux et intégrable telle que, pour

< g(t).

ak
He

it est de classe C* sur J et, pour tout = £ J et

aif
r) = j;g{z,t}dt.
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On considére la fonction F, définie sur R par :

+00 c—a:!,
Fz) = / dt.
0

1+4#2

a) Montrer que F est définie et continue sur [0,4oc].
b) Montrer que F est de C' sur]0,+o0].
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Théoréme de continuité des intégrales a paramétres : Soit A une |
normé de dimension finie, I un intervalle de R et f une fonction
a valeurs dans K. On suppose que
@ pour tout ¢t € I, la fonction = +— f(z,t) est continue sur A
@ pour tout z € A, la fonction t — f(z,t) est continue par r

@ il existe g: I — R, continue par morceaux et intégrable
toutz € Aettoutte I,

|f(z,t)] < g(t).

Alors la fonction F : z — [} f(z,t)dt est continue sur A.



artie d'un espace
définie sur A x I

norceaux sur I;
elle que, pour
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Exercice 1
Calculer les intégrales généralisées suivantes :
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Soit .
0 L-. 3 -r
F(z) = [ W(fq dit
Jo -

¢

B

a) Justifier que F est définie et de classe C' sur R.
b) Calculer F'(x).
¢) En déduire une expression simplifiée de F(x).
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Soit G la fonction définie par
+oo T

G(z) :/

0

1+ 222 o

a) Déterminer le domaine de définition de G,
b) Calculer G(0) et G(z) pour x # 0.

c) Que peut-on déduire ?.
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Corollaire
Critére de Riemann a

Soient a un réel strict
1. S'il existe un réel

2. S'il existe un réel

u VOIR LA PREUNVE

Corollaire
Critére de Riemann a

Soient @ et b deux rée
1. §'il existe un réel

2. S'il existe un réel



u voisinage de ['infini

=ment positif et f une fonction continue par morceaux sur [a, +00].
+00
v > 1telque lim ¢ f(t) =0, alors / f(t) dt est absolument convergente
t—+400 a

+00
v < 1telque lim tf(t) = 400 (ou —o0), alors [ f(t) dt est divergente.
t—+00 a

u voisinage d'un réel a

Is, et f une fonction continue par morceaux sur |a, b].
b
v < 1tel que li]:r:&r (t —a)*f(t) = 0, alors [ f(t) dt est absolument convergente.
t—a a

b
v > 1telque lim (¢ — a)*f(t) = +o0 (ou —ox), alors/ f(t) dt est divergente..
t—at o

Avalyse 22.0ne (1 28:10.2022)Page 41



Analyse 22.0ne (1 28:10-2022)Pane 42






G

Ly i O




Analyse 22.0ne (1 28:10-2022)Pane 45



Exercice 739 (Intégrale de Wallis) On pose W,, = /E sin”
0

T

1. Montrer que (W),) peut aussi s’écrire W, = /2 cos" (t)d
0

2. Montrer que la suite (W},) converge. En donner sa limit

3. Trouver une relation de récurrence pour cette suite
4. Calculer W,, en fonction de n
5. Trouver un équivalent de W,
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=W an

Exercice 1.

1) Etudier pour quelles valeurs de n € IN l'intégrale

2) Cah::uler@uis montrer que si n > 2, on a Jp4+1
3) En déduire J, sin > 2.
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