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SERIE 3 :

Exercice 1

Méc. Quantique 1

Durant I’étude d’'un paquet d’onde particulier, on va avoir besoin d’'un outil mathématique tres
puissant appelé la transformée de Fourier. On définit la transformée de Fourier d’une fonction f
par :

F(p) = TF(f(x)) = m% / " fa)e = dn

De méme, on démontre que la transformée de Fourier inverse s’écrit :

1 oo ipT
flx)=TF Y (F(p)) = / F(p)et ™ dp
@) =TF (F@) == [ Fo
On se donne une microparticule libre (aucune force n’agit sur cette particule) de masse m en
mouvement sur I’axe Ox. La fonction d’onde associée a cette particule est, a l'instant ¢ =0 : N
est la constante de normalisation et py une constante positive.
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1) Calculer la transformée de Fourier de ¢ (x,0) notée ¢(p,0)
2) Calculer 9 (z,0) et déterminer N
3) On pose pm(l’, 0) = W}(Iv 0)|2
a) Quelle est l'interprétation physique de p,(z,0).
b) Tracer la courbe p,(z,0).
4) On pose p,(p,0) = [¢(p,0)]?
a) Quelle est I'interprétation physique de p,(p, 0).
b) Tracer la courbe p,(p,0).

Déterminer la valeur x” qui vérifie |¢ (2/,0))* =

(S

[4(0,0)[*.

Déterminer la valeur p’ qui vérifie |¢ (p',0)|” = 1[¢(0,0)|2.

On définit : Az = 2|2'| et Ap = 2[p/|. Calculer le produit AzAp

Calculer
a) Les valeurs moyennes la position x et de I'impulsion p notées respectivement z et p.
b) En déduire les écarts quadratiques E(x) et E(p).
¢) Comparer avec les valeurs Az et Ap et du produit AzAp.
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Exercice 2

On imagine une particule qui serait décrite & ¢ = 0, par la fonction d’onde ¥ (z,0) = A (L* — z?),
si x est compris entre —L et +L et 0 ailleurs. A est une constante réelle positive, de méme que L.

1) Quelle est la densité de probabilité de trouver la particule en un point x.

2) Nommer la fonction d’onde. En déduire la dimension de A.

3) Tracer la fonction d’onde en fonction de x.

4) Quelle est la valeur moyenne de z, notée (z).

5) Calculer Ax apres I’ avoir relié a 2 valeurs moyennes. Expliquer son sens physique.
6) Calculer (p,), Ap, puis AzAp,, commenter.
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Exercice 3

En mécanique quantique, x désigne la position d’'une particule dans les problemes a une dimension
et k désigne le nombre d’onde de I'onde associée a cette particule en mouvement. k est lié a
I'impulsion p de la particule par p = hk, ou h est la constante de Planck réduite : h = %, h étant
la constante de Planck. En termes de I'impulsion, la transformée de Fourier de la fonction d’onde
Y (x) sera définie par :

_ 1 +oo e
0 = o= [ e s

De méme, on peut déduire ¢(z) & partir de ¥)(p) a l'aide de la transformation de Fourier inverse.

1 oo px
‘”(I):m/w Sp)et

1) Calculer les transformées de Fourier:
1) ¢(z) =1 I‘)cl)ur lz| < § et ¥(z) =0 pour |z| > §
2) ¢(x) = e «, a étant une constante positive.
La largeur a mi-hauteur Az d’une fonction ¥ (z) admettant un maximum central au point
xo et symétrique par rapport a I'axe x = x( est définie par :

o (nt ) =)

Dans chacun des cas précédents, déterminer les largeurs a mi-hauteur Ax et Ap des courbes
P(x)et)(p) et montrer que le produit AxAp est proportionnel a h.

2) Etablir la relation de Récurrence: — ¢m(p) = (2 ) P(p) ot Y (x) est la dérivée nieme de
() dont les limites sont supposées étre nulles lorsque z tend vers tco.

3) Démontrer Dégalité :  [" o (x)p(x)dr = [T ¢*(p)p(p)dp En déduire lidentité de
Parseval-Plancherel : jj;j [ (2)2dx = [T |4 (p)Pdp et Iégalité :

+o0
Co@ =1 [

Exercice 4

Une fonction d’onde a une dimension est donnée, au temps t = 0, par I'expression : 1(z,0) =

wo(x) = Cyexp < M ) Ou m est la masse de la particule et w la pulsation de 'oscillateur. Cj

est une constante reelle L’énergie de cet état fondamental est Fy = “’

1) Que représente |po(z)|” ? Calculer Cy pour que go(x) soit normée. Justifier physiquement
cette normalisation. Tracer |@o(z)]*.

2) Calculer la valeur moyenne de @ notée (x) et valeur moyenne de z* notée (). En déduire
Ax. Donner I'interprétation physique de Awx.

3) p est la quantité de mouvement associée a cet oscillateur. Calculer la valeur moyenne de
p notée (p) et valeur moyenne de p* notée (p?). En déduire Ap. Donner l'interprétation
physique du produit AzAp.

4) Siénergie potentielle de la particule est V() = 2mw?2?; & partir des résultats des questions

b) et ¢), donner les expressions des valeurs moyennes de [’ énergie cinétique, de 1’énergie

potentielle et de I’ énergie totale. Conclusion.

Ecrire la fonction d’ onde a l'instant ¢ soit (z,t). Quelle est I’équation qui nous permet de

ot
N~—

passer de ¥(x,0) a ¢(z,t) ? Calculer & nouveau (x)(t) et (z?) (t). Conclusion. Données :

Iy = fj;o exp (—azx®)dr = /T et I, = fj;o z?exp (—aa?)dx = 3/5

Mécanique Quantique I
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Exercice 5

Paquets d’ondes Libres On considére une particule libre de masse m, animée d’un mouvement
rectiligne le long de I’ axe 0x et décrite a 'instant ¢ par le paquet d’ondes :

+oo _lnl (pz—Et)
U(t,z) =N e ro - ndp

ou N est une constante de normalisation et po une valeur positive de D’impulsion de cette particule.

Méc. Quantique 1

1) Quelle est 1'énergie de cette particule ?

2) Montrer que les composantes de ce paquet (les ondes planes monochromatiques) satisfont
a [" équation de Schrodinger pour la particule libre. En déduire que ce paquet peut bien
décrire cette particule.

) 3) Calculer ¥(0,z). )

O 4) Evaluer la transformée de Fourier ¥(0, p) de ¥(0, z).

an 5) Donner une détermination réelle de la constante N. B

CH) 6) Calculer les largeurs a4 mi-hauteur Az et Ap des courbes |¥(0,z)|? et [¥(0, p)|? définies par :
= Az\[* 1 _ Ap\|* 1<

N V(0,22 )| = <[w(0,0)]% et [T (0,22 )] ==|¥(0,0)

S v (0.557)| = glw.o e ¥ (0.457)] = e0.0)

o

-

7) Evaluer le. produit AzAp et en déduire linterprétation physique de Az et Ap.

Exercice 6 Paquet d’ondes gaussien (facultatif)

Une particule libre de masse m, d’impulsion p = hk et d’énergie E décrite par le paquet d’ondes
Y(z,t) & une dimension:

’QZJ(JZ t i(kx— wt)dk

= a7 /o

1) Trouver la relation entre F et k. En déduire la relation de dispersion w(k).
2) On considere le paquet d’ondes a I'instant initial : (z,t = 0) = ¢(x).
a) Montrer que g(k) n’est autre que la transformée de Fourier de v (z).
b) Etablir Pégalité de Parseval Plancherel :

[ wras = [ awpa

On suppose par la suite que la fonction g(k) est une gaussienne centrée en ky :

o)~ (5) . (- o= o)

ou a est une constante ayant la dimension d’une longueur.
3) Paquet d’ondes a 'instant t = 0 :
a) Montrer que ¢ (z,0) est donnée par :

w(ﬂf, t) = (%) 1k05€ exp ( X )
- 2
I /_OO exp (—0423/2 + gy) dy = \/gexp (%)
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On donne :
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b) On définit le centre du paquet d’ondes par le point 2y ot [1(x,0)]* est maximale ;
donner la position du centre du paquet d’ondes ¢ (z, 0).

¢) Montrer que la probabilité de trouver la particule dans tout ’espace est égale a 1 .

d) On définit la largeur Ay d’une gaussienne f(y) = exp (—y?/b?) par Ay = b/v/2. Déter-
miner les largeurs Az (0) de [¢(x,0)]* et Ak(0) de |g(k)[*. En déduire que le paquet
d’ondes 9 (z,0) obéit a la relation d’incertitude d’Heisenberg.

4) Evolution du paquet d’ondes 1(z,t) dans le temps : A U'instant ¢ > 0, 'expression du paquet
d’ondes ¢ (x,t) est de la forme (& ne pas démontrer)

2062\ V4 e . gikor (z— %t)Z
V(@ t) = (—) ( 73 P T e

4h2¢2
T at + o ) oo

a) Calculer la densité de probabilité |1 (z,t)|? associée a la particule a 'instant .

b) Déterminer la position z/(t) du centre du paquet d’ondes a Iinstant ¢. Quelle est sa
vitesse de déplacement ? La comparer a la vitesse de groupe associée au paquet.

c¢) Déterminer la largeur Axz(t) et 'amplitude A(t) de |¢(x,t)|>. Décrire qualitativement
la variation de ces deux grandeurs en fonction du temps. Conclure quant a 1’évolution
de la forme de la densité de probabilité au cours du temps.

Exercice 7 TD 3.3 - Relation d’incertitude

On considére un paquet d’onde localisé, d’amplitude de probabilité 1 (z) (densité |¢(z)]? ).
L’impulsion, variable conjuguée de z, suit la densité de probabilité |¢(k)[*>. On peut supposer les
densités de probabilités centrées, i.e. <x >=0,< k >= 0.

1) Exprimer Ax? et Ak? en fonction de ¢ et de sa dérivée par rapport a .

2) Onnote I(\) = [ |$77/)(l‘) + )\%(1‘)‘2 dz ou A est réel. En développant I(\), montrer que
deux variables conjuguées obéissent a la relation d’incertitude AzAk >= 1/2. Retrouver
alors la forme usuelle de la relation d’incertitude de Heisenberg AxAp >= h/2.

Exercice 8 TD 4.1 - Paquet d’ondes libre

On considere un paquet d’onde localisé décrit par la fonction d’onde ¥ (z,t). On suppose que le
paquet d’onde est libre, de sorte que la fonction d’onde obéit a 1’équation de Schrodinger simple
en I'absence de potentiel (V(z) =0) ), soit

L oY h? 0%
th— = ———
ot 2m Ox?
1) En utilisant 1’équation de Schrodinger, montrer la relation cinématique : m%? = (p).
Démontrer également la relation fondamentale de la dynamique: % = 0.

2) On consideére un paquet d’onde gaussien minimal, tel que ¥ (x,t = 0) o exp [—%} okt =

0) o< exp [—k?0?]. Déterminer ¢(k,t) puis ¥ (z,t). On admettra que I'expression de la
transformée de Fourier d’une gaussienne établie dans le cas d’un parametre o réel peut étre
étendue au cas ou o est complexe.

3) En déduire I’étalement du paquet d’onde au cours du temps. Comment cela peut-il s’inter-
préter 7 On peut montrer qu’une telle relation est générale (et pas spécifique a un paquet
d’onde gaussien).

Mécanique Quantique I
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Exercice 9 Evolution d’un paquet d’ondes gaussien

On consideére une particule libre de masse m que I'on décrit par un paquet d’ondes (& une dimension)
défini par :

1 Foo )

1) Montrer que ¥(x,t) est solution de 1’équation de Schrédinger.
2) On suppose que g (k) est une gaussienne centrée sur ky; soit : g (k¢) = A-exp [a? (ky — kx)z] /4
avec A = ﬁ et a est homogene a une distance.

a) Montrer que la probabilité de présence de la particule est indépendant du temps.
b) En utilisant la forme ci-dessus de g(ky), on obtient apres intégration, l’expression
suivante pour ¥(x) (a un facteur de phase pres) :

v = o] = ()

avec a(t) = at + 4Zf§;g0(x,t) =x— —hk;‘)t et Z(t) = a? + {2
i) Calculer la densité de probabilité. ii) En déduire la vitesse du groupe v,.
¢) Retrouver v, en considérant la relation de dispersion w (k). Comparer v, a la vitesse

de phase v, et a la vitesse v de la particule. Conclure.
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