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Les intégrales de Riemann

8 Exercice 1
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Exercice 2

A Calculer fol x? dx et fol 23 dz en utilisant des sommes de Riemman.

Exercice 3

Analyse 11

Soit (un),cn- 1a suite définie par

Déterminer sa limite.

Exercice 4

2n—1 1

Déterminer lim,,_, Zk:n Py

Exercice 5
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Calculer la limite de u, = 25 [[;_, (n® + &?)

Exercice 6

Déterminer la limite de w,, = 1/ gzl’

Exercice 7

Déterminer la limite de u,, = + Zk 0 m.

Exercice 8

Déterminer la limite de u,, = Z ol T +k2

Exercice 9

A Soit x € R\{—1,1}, on pose f(r) = fOQﬂ In (22 — 2z cost + 1) dt.

1) Déterminer Df.
2) Factoriser sur C le polynéme X™ — 1.

3) Calculer f(z) a l'aide de ses sommes de Riemann.

Exercice 10

Soit

Be In Sciences

Z\/k:—f—n J(k+1+n)

déterminer la limite de (u,), oy - ( Indication : il y a un 1 de trop!).
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Exercice 11

Soit S, = 21, g et U, = 07, C

1) Nature et limite de la suite (.5,,),,.
2) Nature et limite de la suite (U,),. (On pourra comparer Uy, et S,)

Analyse 11

Exercice 12

k+1
Soit f continue sur [0,1], déterminer la limite de L >0 ((n —k) [, f(x)dz.

Exercice 13

1) Montrer que pour z € [O, g], onax— ‘%3 <sinzx <z

2) Déterminer la limite de la suite u, = >, _, sin (%) sin (%)
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Exercice 14

Déterminer lim,, o a, fol 2*sin (Z£) dz ot a, = y_,_, sin (2).

Exercice 15 (D’aprés Mines Douai 2009).

On définit f et ¢ sur Ro[X] par f: P 3 [P (5) + P (5] et ¢ : P— P(1).

1) Vérifier que f € L (Ry[X]) et que p € L (Ry[X], R).
2) Montrer que VP € Ry[X],Vn € N*, f*(P) = 2P (3£5).

3) En déduire que ¢ (f"(P)) — fol P(t)dt.

n—-+00

Exercice 16

2

Déterminer la limite de u, = n~2(1*%) (112233 ...n")

Exercice 17

On désire déterminer la limite de

n

n—k
S, =
;n2+nk+2009

1) S’agit-il d’'une somme de Riemann?
2) Simplifier

Be In Sciences
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3) Conclure.
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Exercice 18

Déterminer pour @ # 0,1imy, 400 Y 3y 7orize
A - n n _ 1 _ 1
rép i onay )ty = 2y " ( (e est une somme de Riemann pour f(t) = —55. La

somme converge vers fo dt _arCtanl"

Exercice 19

. 1 1 1
Calculer la limite de =t sttt

1
Von?

=1
rép : clest Y ,_, n2+8k qui est une somme de Riemann, converge vers fo 4 = =3

Exercice 20

Déterminer lim,, o [[,_, (1 + Y km_k)).

n2

Réponse : On va utiliser 'inégalité suivante, Vo > 0,2 — % < In(1 + z) < z, inégalité qui peut

s’établir a 1'aide de la formule de Taylor-Lagrange. Notons II,, le produit a étudier et w,, = In (IT,,).

Alors on a
i\/k(n—k)_ 1 < k(n—k) N Z\/ n—k
n? 2n? n?
k=1 k=1
mais » ;_, ¥ knz B 1 LS f(E) ou f(z) = y/z(1— ) est une somme de Riemman qui

converge vers fo Vel —z)dz et Y, 22 H =1 LS 19 (£) ot g(z) = z(1 — x) est une somme

de Riemman qui converge. Par encadrement, on en déduit que (u,), converge vers fol vVl —z)d.

La valeur de cette intégrale est I'aire du demi disque de centre (0, 5) et de rayon =

J:%OH(HT) =

k=1

Exercice 21

o, 1 o . 1 n k2 3
Ecrire fo r? dr =limy, s q00 2D g =0, et fo dr = hmn—>+oo >y n3 =...

Exercice 22

Sy, est une somme de Riemann de f(x) = %, de pas %, sur le segment [1,p|. Sa limite, quand n

tend vers 400, est Inp.

Exercice 23

Vérifier que In S, est une somme de Riemann de z +— Inx sur [1,2]. En déduire que lorsque n

tend vers +o0, S, tend vers %.

Analyse 11
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Exercice 24

2

Constater que S, est une somme de Riemann de x +— /z sur [0, 1]. Donc lim,, . S, = 5

Exercice 25

Passer par une somme de Riemann de f sur [0, 1], de pas % Utiliser la concavité de x — Inz,

puis passer a la limite quand n — +oo.

Analyse 11
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Calcul des intégrales et primitives

Exercice 26 Extrait ENSAJ

A Soit f : [a,b] — R continue et positive sur [a,b] telle que f:f(t)dt = 0. Montrer que f est
nulle. (1.5 pts)

Exercice 27 Extrait ENSAJ

A Soit f:[0,1] — [0,1] continue telle que f # 0 et fol f(t)dt = fol f2(t)dt. Montrer que :

vVt € [0,1], f(t)=1. (1.5 pts)

Exercice 28 Extrait ENSAJ

A Soit f : R — R une fonction continue périodique, de période T' > 0. Montrer que la quantité
f;JrT f(x)dx ne dépend pas de a- (1 pts)

Exercice 29

Calculer les primitives suivantes:

1)

2
T

d

/1—1—:1:'2 X

2)
/ 20 +1
— dx
x?(x 4 1)2
3)
/sin2 xdx
4)
/ 14+z+22
——dx
V11— 22
5)
/ dx
cos? zsin?
6)
/ dx
sin x
7)
/ dx
S5coshx + 3sinhx +4
8)
6Azcsinac
dx
Vi
9)

L

zln |z|
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10)

1 — cos %
Sin 3

—
—
@ 11)
7p) /10
’_‘:>> / x—de
g z
<E: 12) tan
/ _tanr g,
2+ tan“x
13)
24 In |z|dx
= [amia
- 14)
@, / (m3 + 1) e *dx
 S—
3 15)
CE@ / (Arcsin z)*dx
-
16)
/ sinh z sin zdx
17)
/ sinh? z sin® zdx
18)
/ln(w2—|—4m+5) dx
19)
/x\/ —22 4+ 3x — 2dx
20)
T
[
2+ x4+ 2
21)
/ dx
sinzy/1 —cosx

Exercice 30

Calculer les primitives suivantes:
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1
d
/Jc4—i—4 o

1) =
x (D)
I 7
/(a:2+x+1)3 ! %
5) =
/ 7 p <

(x4+1)7"—2"—1 ‘

6)

/ (3 4+ 1) (23 + 8)dx

Exercice 31

si f est paire fjaa f(x)dx = 2an f(z)dx

A 2.01. - Montrer que
b si f est impaire f_:a f(x)dz = 0.

-
O
T
=
<
N
=
o
T

2.02. - Montrer que si f est périodique, de période T : Application :

/aa+T f@)de = /OT f(2)da
ot /On C ) = n/OT F(z)dz

at+n T a+n T
/ sinwzxdr =0 et / coswzdr = 0.
a a

2.03. - Montrer au moyen d’un changement de variable que :

/abf(x)da::/abf(a+b—x)dx

Application : Calculer foﬂ/Z Intg xdzr et foﬂ/4 In(1 + tgx)dz.

2.04. - Calculer au moyen d'un changement de variable les intégrales suivantes :

I:/_xde I:/:c\/1+a:2dx; I:/—Cosxdx

+a?’ 1+sinx
I:/ xdx _ I:/ dx . [:/ dx
Va2 =2z +5 (x+1)/x’ r(Inz)3
I:/d—x <0nposera1:t).
x (ax™ 4 b) x

Be In Sciences

Exercice 32

Calculer les primitives suivantes :
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Les intégrales généralisés

Exercice 33

—
—
A Etudier la convergence des intégrales suivantes (sans calculer leur valeur) : -
>~
1) N Tg@
< dx
I, —

! /0 er —1 <

2)

“+oo
I, = / (Int)e "dt
0
3) =
+oo O
13 :/ 6_\/hTtdt m
L @)
4 —
) o S
arctant N
o [ S
0 t <
5) -
1
d
I; = / -
0 11—z
6)

Exercice 34

A Etudier la convergence des intégrales suivantes (sans calculer leur valeur) :

1)
Yn(1+¢
le/Mdt
0

t
2)
1
ng/ (Int)* dt
0
3)
+o0 1 q
=), Vamar
4)

+0o0 2
J4:/ Inz dx
9 T

N
o
)
=
B
3,
N
=
—
o)
M

Correction de [exercice 134] :
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Yin(1+¢
le/ Mdt
0

t

—
—
© La fonction t — (Ht) est continue sur |0, 1]. On a un probléeme en 0. Or, on a In(1 + ¢) ~
)
% dlon =G ~ 1,
<;E:: La fonction ¢ + (Ht) est donc prolongeable par continuité en 0 , et ainsi l'intégrale J;

converge.

2)
1
k:/amf&
0
g La fonction ¢ + (Int)? est continue sur ]0,1]. On a un probleéme en 0 . Or, on a v/t(Int)? =
am (¢ lnzf)2 = (4t**1In (t1/4))2 280 dott (Int)? = o (%)
9 La fonction ¢ — /¢ étant intégrable en 0 , on en déduit que l'intégrale J, converge.
® 3
g ) +o00 1
J3 = —— dz

o s Vz(lnz)®
= La fonction x m est continue sur [2,+o0o[. On a un probleme en +o0o. On a :

ﬁ % 400, done % %+ 00, done d’apres le critére de Riemann, I'intégrale J3

diverge.

4)

+oo 2
Ju :/ nz .
2 xr

La fonction x — —V est continue sur [2, +00[. On a un probléme en +oo. Or, on sait que
V\l}m %0 donc \/lnx Lo(y/).

Ainsi,

2
Vinz x 1

r oo\ a2

, et comme x — CCP}T est intégrable au voisinage de +00, on en déduit par un théoreme de

comparaison que l'intégrale J; converge,

Exercice 35

A TEtudier la convergence des intégrales suivantes (sans calculer leur valeur) :

o (22 4+ 1) de

Js = —_—
0 VvVt 4+ 22 +1

n
D)
)
S
8
O
N
-
[
<>
M
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; _/1 dt
T o Vtant

Uint
J:/—dt
® 0\/E

Correction de [Pexercice 35 :

1)

—_— dx
o Vart+a22+1
2241

La fonction = T ost continue sur [0,4+o00[. On a un probleme en +oo.

Js =

On a : et comme x — 1 n’est pas intégrable au voisinage de +o00, on en déduit par un

théoreme de comparaison que l'intégrale J; ne converge pas.

e /1 dt
o viee
La fonction t — \/1;_7 est continue sur [0,1. On a un probleme en 1 . on a:

1 1 1 1 |
= = — ~ >0’
Vi—t2 u=1-t —u?4+2u Jul-—u) V2u

et comme u —» \/% est intégrable au voisinage de 0 on en déduit par un théoreme de

comparaison que l'intégrale Jgs converge.

; _/1’ dt
" J, Viant

L_ est continue sur |0, ﬂ On a un probleme en 0 . on a:

La fonction ¢t — NG

]H
Sl =

>0

t
~

tan

et comme u — \/La est intégrable au voisinage de 0 , on en déduit par un théoreme de

comparaison que l'intégrale J; converge.

Uint
J; :/ — dt
® 0 \/E
Int

La fonction t — " est continue sur ]0,1]. On a un probléme en 0 . On a:

Int
£3/4 % % = /4 x n(t) =% 0.

Donc thE =0 (#) et comme t — # est intégrable au voisinage de 0 , on en déduit par un

théoreme de comparaison que l'intégrale Jg converge.

Analyse 11
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—_ Exercice 36
—
% A Etudier la convergence des intégrales suivantes (sans calculer leur valeur):
>
I 1)
= +oo 1
< Jg = / sin (—) dt
t2
1
2)
7 / t°° arctant
), B +nt
- 3)
S o gint
am Jin ——d
O ) PP
| S—
@ 4)
N +o0 to
Jig = dt
C% " /0 1+t
.

Correction de [Pexercice [36l :
1)

400 1
Jg = / sin (t—z) dt
1
1

La fonction ¢ — sin (t—Q) est continue sur [1,+oo[. On a un probleme en +oo.

t
On a : sin (t%) t2 t% > (, et comme t — tig est intégrable au voisinage de +o00, on en déduit
[e.e]

par un théoreme de comparaison que l'intégrale .Jy converge.

2)
“+oo
arctant
Jio = — dt
10 /2 £+ Int
La fonction ¢ +— 352l est continue sur [2, +0o[. On a un probleme en +oo.
On a:
arctant é s -0
t3 —+ lnt +oo 2t3
% , et comme t — % est intégrable au voisinage de +00, on en déduit par un théoreme de
8 comparaison que l'intégrale Jiy converge.
2 3)
O oo
N sint
Jll - / 3—/2 dt
£ 0
Cg La fonction t — Stu;% est continue sur |0, 4+o00[. On a un probléme en 0 et en +o0.
On a:
sint 1
32| = 132

et comme t — t?)% est intégrable au voisinage de 400, on en déduit par un théoreme de

comparaison que t ig—‘}j est intégrable au voisinage de +o0.



https://beinsciences.org
https://www.instagram.com/be.in.sciences/?hl=fr
https://www.facebook.com/beinsciences
mailto:admin@beinsciences.org
https://wa.me/33625524751
https://www.youtube.com/c/BeInSciences

D’autre part, on a

sint
—tt t—

+3/20 0 N\/'

t3/2

et comme t +—> \/Li est intégrable au voisinage de 0 , on en déduit par un théoreme de

comparaison que t +— S;?% est intégrable au voisinage de 0 .

Finalement, on en conclut que l'intégrale Ji; converge.

+o0 to
Jig = — dt

Il faut étudier la convergence en fonction de la valeur du parametre «.

o 0,400[ sia>0
T est continue sur Sia>0. On a un
10, 4+00[  sinon

Analyse II

Tout d’abord, on a: ¢

probleme en +o0.

-
O
T
=
<
N
=
o
T

Or on a:
(0% t 9 0
400t >
1 + tz +o0
et t—t* 2 = t2 - est intégrable si et seulement si 2 — a0 > 1 c’est-a-dire si et seulement si
a < 1.

On en déduit donc que si 0 < a < 1, alors I'intégrale Ji5 converge.

Si a < 0. On a un probleme en +oo et en 0 .

En 400, on a la méme chose que précédemment, & savoir convergence si et seulement si
a < 1 ce qui est le cas.

En 0, on a:
tCM

14 ¢2

et cette fonction est intégrable si et seulement si a@ > —1.

L0

On en déduit donc que si —1 < a < 0, alors 'intégrale Jy5 converge.

Finalement, on en conclut que l'intégrale Ji5 converge si et seulement si —1 < o < 1.

Exercice 37

A Etudier la convergence des intégrales suivantes (sans calculer leur valeur) :

8
1) 1 Qﬂ)
In (1 o
Ty = / LICh 8
0 T C})D
2)
7 _/—i-oo dt ’5
14 = . o (1+t5> qu
3)

! 1
Ji5 = / sin (—) dz
0 x
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T sing
J16 = dx
0 x

Correction de [exercice 137 :

1)

La fonction: x — ln(lx%)

est continue sur |0, 1], il ¥ a donc un probléme en 0 . On cherche
un équivalent de cette fonction en 0 , en fonction des parametres :
Sia>0lim, 0z =0etonaln(l+ z*) ~x* dou

X

0

In (14 z%) 1
P 0 gh-o

Ainsi f est intégrable sur |0, 1] si et seulement si f — o < 1.
Sia=0.Onaln(l+2%) =In2, dou
In(14+2% xIn2

~ 2125
B 0 P b

Ainsi f est intégrable sur |0, 1] si et seulement si § < 1. Si a < 0. lim,,oz% = 400 et on a
In(1+ z%) ~ Inz® = aln(z), d’ou ln(lz# > a2 > 0. Ainsi f est intégrable sur [0, 1] si et

seulement si 5 < 1.

+00 1
Jia = —dt
b /1 te (1 +17)

Il faut étudier la convergence en fonction de la valeur du parametre a.

Tout d’abord, on a : t — ta(litﬁ) est continue sur [1,4o00[. On a un probleme en +oc0.

Or, on a:
1 1

~ >0
t (14 t8) +oo toth

et t — ta%ﬂ est intégrable si et seulement si o + 5 > 1. On en déduit donc que 'intégrale

J14 converge si et seulement si o+ 3 > 1.

! 1
Jis = / sin (—) dz
0 x

On a: fol |sin (%)! dr < fol dx = 1. Donc, Ji5 est absolument convergente. On en déduit que

I'intégrale Jy5 converge.

+00 3
ST
J16 = dz
0 T
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La fonction : z — S‘% est continue sur |0, +oo[ et prolongeable par continuité en 0. II

o0 gi

suffit donc d’étudier la convergence de f1+

b b b

S — t t
/ inx Qo — coS _ / CoS dat
L t ) . 2

= 0, les intégrales

T sinx
dx
1 T

+o0
cost
/ CoSt
t2
1

COS U 1
b

»% dz. En intégrant par parties (hypotheses

vérifiées), on a:

cosb

b

. Comme limy_,

Analyse II

et

sont de méme nature. Or, on a:

u? u?
sur

[1,4+00]

-
O
T
=
<
N
=
o
T

+00 cos sz
donc f1 5% du est convergente.On en conclut que I'intégrale Jig est convergente.

Exercice 38

A Etudier la convergence des intégrales suivantes :

1)

/
d

2)
+o00 1
Arctan —dt
/1 V2t
3)
+o0o 1 .
/ _esmtdt
1 t
4) —
/+°° 41 b}
—dt O
. t*tanh ¢ =
.=
5) O
/ T 42 Arctant N
——dt -
1 142 s
6) L
/ T cost ” a8
WVt
7)

400
/ COoS (tg) dt
1
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/+°° sin? ¢
—dt
0o t(tr+1)

Correction de [exercice [38| :

Analyse 11

1) Vers 2, la fonction #ﬁ est bornée. Vers l'infini, #ﬁ est majorée par tlg qui est intégrable.
(On peut dire aussi que le produit ¢f(t) tend vers 0 a U'infini : c’est suffisant pour assurer la
convergence de I'intégrale). Donc L’intégrale f;oo #mdt est convergente. Pour calculer la

valeur de l'intégrale, on va poser vint = v,t = 6”2, dt = 2ve”” dv

1 g — 2ue
124/Int ve2?

T 1 /°° 2
dt =2 e vV dv.
/2 t2v/Int Vin2

La fonction de répartition de la variable aléatoire normale centrée réduite F' est définie par :

dv — 2 dv.

—
®)
0
S
e
N
s
<
.

F(x):\/%_ﬂ/_oo -5

Posons © = v\/§, du = v/2dv.

1 (Vi _.
F(z) = —/ e " dv
VT )
/ T ey = R(F(00) — F(V2In2))

VIn2
2 /OO e dv = 2/7(F(00) — F(vV21In2)) = 2v/7(1 — F(vV21n2))
VinZ
+o00o 1

2 mdt =2/7(1 - F(vV21n2))

2) Deuxiéme intégrale.

De t = 1 a l'infini, % varie, de facon monotone, de % a 0, donc Arc tzm\/Lﬂ varie, de facon

monotone, de Arctan - % a Arctan0 = 0. La fonction numérique Arctan — f est donc bornée sur

Iintervalle d’intégration. Au voisinage de I'infini, ¢ X Arctan —= \F est équivalent a f = \/; qui

tend vers l'infini, donc : L’intégrale fl Arctan \/_Ttdt n’est pas convergente.
3) Troisieme intégrale.
Au voisinage de 1, 1 e*™ reste borné. Au voisinage de I'infini, ¢ x esmt = e pne tend pas vers 0

car c’est une fonctlon périodique:

1 1 @1 1 aq .
—eTl < Sttt o 6_1/ St =20 < / —eSn .,
t Lt Lt

~

e

Be In Sciences

Lorsque a tend vers l'infini, lnT“ tend vers l'infini, donc : L’intégrale f1 Lesintdt n’est pas

T
convergente.

4) Quatrieme intégrale

Au voisinage de 1 est borné, donc il n’y a pas de probleme de convergence en 1 . Vers

+1
) t4 tanh t
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Vinfini, —4+L tend vers 1 # 0, puisque L tend vers 1 et tanht = et_e,t tend vers 1 , donc
t4 ta nht t +e
I'intégrale n’est pas convergente : L’intégrale [ oo %dt n’est pas convergente.

Cinquieme intégrale.
fad t? Arctant
Au voisinage de 1, =755

convergence de l'intégrale en 1. Vers l'infini, l'application ¢ —

est équivalent a %, il est borné, donc il n’y a pas de probleme de

t2 Arctant

s équivalente a Arc tan

tx (1 — }2), est monotone croissante et tend vers 7 # 0, donc l'intégrale ne saurait étre convergente.

. , +o00 ¢2
L’intégrale [| %dt n’est pas convergente.

Sixieme intégrale.
1 cost

Au voisinage de 1, < reste borné et il n’y a pas de probleme de convergence de 'intégrale en 1.

Nous savons, comme conséquence du théoreme de Cauchy, que : Si f est une fonction définie sur

[a, +o0[, positive et décroissante a partir d’une certaine valeur, et tendant vers 0 avec %, alors

l'intégrale fa+°° f(x)sin zdx est convergente.

Ici, pour ¢t > 0, la fonction ¢ — < est positive, décroissante et tend vers 0 lorsque ¢ tend vers
p 7 est p q

l'infini. Donc :

L’intégrale f1+°° C\O/Szt dt est convergente.
Septieme intégrale.

Dans l'intégrale convergente fﬁoo &j;dt, posons u = /t, du = %, t = u?, &\/S;dt = 2 cosu’du.

“+o00 —+o0
t
/ gOl = 2/ cos u’du
1 \/% 1

L'intégrale [ cos (t?)dt = 1 [/ ctdt est convergente.

Huitieme intégrale.

Vers 0, t(szil +’i équivalent a ¢ (1 — ¢*) tend vers 0 : il n’y a donc pas de probléme de convergence en

0. Vers l'infini, tSt‘ertl) est positif et majoré par ; (t4 =y <4 75, qui est intégrable, donc : L’intégrale
j‘+00 sin? ¢

0 A +1)dt est convergente.

Exercice 39

Montrer la convergence et calculer la valeur des intégrales suivantes :

1)
+0o0
/ e tdt
0

2)
/ (Int)?dt
3)
/ Ly
1 tv1+t2
4)

T tint
/ _thnt g
0 (t2 + 1)

Analyse II

-
O
T
=
<
N
=
o
T
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/ i Vtan tdt
0

[—
i
% 6) +oo 1 t
Lh / e 1
fas] ln2 €77 — 2€t + 1
=
< 7) 1
M
/0 S ey
8)

0
1
—dt
/_OO 14t

Correction de [exercice [39 :

1) Premiere intégrale. Soit I,, I'intégrale f0+°° t"e~tdt, n entier > 0. L’exponentielle 'emporte

sur la puissance, donc & U'infini, ¢ x t"e~! tend vers 0 et I'intégrale converge.

—
®)
0
S
e
N
=
<
=

+oo
Iy = / e tdt = [—e*t]go =1
0

+oo
0

avoir dv = e~tdt, on prend v = —e

+00 +oo
/ t"e tdt = /udv = uv — /vdu = [—t"e‘t};o + n/ t"Le7tdt = nl,_;.
0 0

I, =nl, q,avecly = 1.

t"e~tdt, pour n > 1, par parties en posant u = t", du = nt" 'dt. Pour
—t

Intégrons I, =

Par une récurrence immédiate, nous voyons donc que I,, converge pour tout entier n, et sa

valeur est donnée par :

“+oo
I, = / t"e~'dt =n!,n € N.
0

En particulier, pour n = 3 : f0+oo t3e~tdt = 6.

b) Deuxiéme intégrale.

% Nous pouvons relier le calcul de 'intégrale fol (Int)™dt a celui de I'intégrale précédente
)
5 +oo
'S I, = / the tdt
N 0
= _ _ e
— en posant : t = e *,dt = —e *dzr. (Int)" = (—1)"z". Pour t = 0,z est infini. Pour
Cg t=1,2=0.

1 0 400

/ (Int)"dt = —(—1)”/ e dr = (—1)"/ e du.
0 00 0

1
/ (Int)"dt = (—1)"n!,n € N.
0
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En particulier, pour n = 2: fo (Int)?dt = (—1)%2! = 2.
2) Troisieme 1ntegrale A Tinfini, ¢ x 1—\/+— tend vers 0 , donc I'intégrale fl t\/;—dt converge.
Vers 1, \/7 reste fini et il n’y a pas de probléme de convergence. On pose t = sinhu, 1+t? =

cosh® u, dt = cosh udu. Pour t = 1,u = Argsinh 1. Pour ¢ infini, u est infini.

+oo
/1 tv1+ t2 Argsinh 1 Slnh u

On ramene I'intégration a celle d’'une fraction rationnelle en posant tanh § = x. sinhu =

2 u =2 Argtanh z, du = 25 dw . Pour u infini, z tend vers 1. Sisinhu =1, 3 (e* —e™) =

le* —e =2 Avecy = e >O.y—i:2,y2—2y—1:O,(y—1)2:2,y:1+\/§,u:
In(y) = In(1+v2).

1 : U
tanh <§ Argsinh 1) = tanh (5) =

—1In

1
tanh <§ Argsinh 1) ‘ = 1n<1 + \/§>

/:OO ﬁdt = ln(l + \/§>

3) Quatrieme intégrale.

Vers 0 , la puissance I’emporte sur le logarithme et la fonction est bornée : il n’y a pas de

probleme de convergence. Vers 'infini, la puissance ’emporte sur le logarithme et ¢ x (tgi—“ff
tend vers 0 , donc l'intégrale f0+°° %dt converge
400 1 400
tint tint tint
/ —Hth _ / —nzdt i / —n2dt
o (2+1) o (241) 1 (2241

Dans f1+°° (tglflt dt, posons u = 7. Il vient t = %, dt = _i_g;

tint utlnu  du ulnu

= —alu
(+1)*  w(l4u)’v® (14u?)?

+oo n 0 4 nu ulnwu n
IR téif dt = f1 1 mdu = fo 1+1 srdu = fo (tgl L dt (en changeant de u en t le

nom de la variable muette)

L tInt o tInt
/ —n2dt+/ B g =0
o (£2+1) 1 (12+1)

o tInt
/ Mt g — g
o (t2+1)
4) Cinquieéme intégrale.

Le changement de variable tan ¢ = u transforme l'intégrale fog Vtantdt en f0+

D’ou le résultat :

o 2Olu Vers

Analyse II
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0, 1*[2 reste borné, il n’y a pas de probleme de convergence. Vers 'infini, u X 1{2 tend vers 0

, donc l'intégrale converge. Pour calculer la valeur de 'intégrale fo Vtantdt = +°° 1){;2 du,

posons u = z%,x > 0.

du = 2zdz, Ju =z
+o0 +o0 2
\/_ du = 2/ I—da;
0 ]- + u2 0 ]. + .T4

142t :(x +1) —2x2:<x2—\/§x+1> <x2+\/§x+1>

5 x? B ax +b n cx+d
T+at 2220 +1 224+22+1

On trouve les coefficients a, b, ¢, d, en réduisant au méme dénominateur et en identifiant :
(az +b) (x2+\/§:c+1) + (cx + d) (xZ—\/ierl) = 217

Terme en 23 : a+c¢=0. Terme en 22 : b+ avV2+d — /2 = 2. Terme en x :
bW2+a—dv2+ ¢ =0. Terme constant : b+ d = 0.

bravV2+d—cV2=2¢ctb+d=0=a—c=V2
V2

2
a+c—0eta—c—\/§:>a:§etc——7.

e T

T+2* 2 \22—22+1 224+22+1
V2 202 2z + V2 1 1 1
T( —\/§x+1_x2+\/§1‘+1>+§( —\/§x+1_w2+\/§x+1>

z oo g2 2 2 V2 +1
/2 \/tantdt:2/ < dr = % lln (ﬁ)
0 0 T

1+ 24+ V20 +1
dzx
22 4+21 +1

+1/+°° dz
2o 22—V2r+1 2
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Le terme tout intégré est nul et il reste :

3 1 [t dx 1 [T dx
\/tanttdt:—/ ———/ B
/0 2 )0 a2—V2zx+1 2J)y 224+V22+1

V2 +1= (xi?) —i—%:%((\/ﬁxil)Q—i—l)

Analyse II

Onposeu:\/ﬁxilzilvientdxzﬁdu,;dx:\@d—u
2 22+ 22 +1 1+ u?

Pour x = 0,u = £1. Pour z infini, u est infini.

1 [T dx V2 Y du V2 [T du

5/0 —x2_\/§x+1:7/1 1+u2+7/1 T+ u?

1/+°° dz _\/§/+°° du
2)o 22422 +1 2 )1 1+4?

1 dx 1 dx \/§/+1 du
2 )4 1+wu?

+oo “+oo
5/0 xZ—ﬁx+1_§/o 2242z +1

= g(Arctanl — Arctan(—1)) = \/5%

-
O
T
=
<
N
=
o
T

5) Sixieme intégrale.

Pour ¢t = In 2, la fonction % est bornée, il n’y a pas de probleme de convergence de
I'intégrale. Pour t infini, la fonction ¢ x % est équivalente a te™ : exponentielle
I’emporte sur la puissance, le produit tend vers 0 et I'intégrale converge.
On ramene le calcul de I'intégrale 1:;) %dt a l'intégration de fractions rationnelles en
posant
t .t 2u t 14+u? du
u =tanh - :sinh—- = —— cosh—- = ——,dt =4 .
4 2 1—u? 2 1—u? 1 —u?
2 _In2
Pour t = In2,u = So—t > = 3 — 2¢/2.
e d 4e 4

Be In Sciences



https://beinsciences.org
https://www.instagram.com/be.in.sciences/?hl=fr
https://www.facebook.com/beinsciences
mailto:ichou.hamzaqm@gmail.com
tel:0675-012855
https://www.youtube.com/c/BeInSciences

Analyse 11

—
®)
0
S
e
N
s
<
.

Be In Sciences

Pour t infini, u = 1.

1+éf 1+éf _:2coshi 1 t . t) coshi
5 - = 5 =€ 2———= =~ |cosh; —sinh; | —5%
—2et +1 (et —1) 4 sinh 5 2 2/ sinh 5
1(1—u)?14u® (1 —u?)’ 1<1 )21+u2
= - — — — U
2 1—wu? 1—wu? 4u? u?

oo 14 ¢t tooq t t\ cosh i | 1+u? d
/ Ldt:/ — | cosh = — sinh — 22dt—/ —(1 —u)? +u4 Y
m2 €' —2e+1 m2 2 2 2 sinh® § 323 8 w o 1—w?

_1/1 1—u1—|—ud
_2 32[1—"@6 u2

1—ul+u? B 2 n 2 1 )
1+u u® 1—|—u CwX(l4+uw)  T+u
2 a
—:__|_ .
w?(l+u) u? 1+u u
a 2 2 2 2-21+4u) -2 2
_—=—— — — fry :——7a:—2
w  uwr(l4+u) uw 14w u?(1+ u) u
l—ul4e?® 2 2 2 2 1 . 1 2 4
14+u w2 w2 14w u 14+u u? w2 ou 14w
oo ] et 1/t 1 2 4
/ Ldt:-/ 1 2, %
In2 e2t—2€t+1 2 3_2\/5 u2 u 1+U/
171! ) . 1
=3 s — [lnu]3_2\/§+ 2[In(1 —i—u)]g_zﬁ X §[u]3_2\/§

;(1—(3—1—2\/_))—4-111(3 2\/_)—1—2(1112—1
= —%(—2 - 2\/§)> +1n(3 - 2\/5) - 21n(2 —V2

=2—-2In2

—————dt=2-—2In2
/1n2 et —2et + 1 .

Septieme intégrale.

1—3t+2t? = (2t—1)(t—1) est positif & 'extérieur de I'intervalle fermé [1;1]. Dans lintervalle
10;2 [ 1 —3t+2t* = (1 —2t)(1 —¢), avec 1 —2t > 0 et 1 —t > 0 Dans cet intervalle, on peut
donc éerire : In = 5m = — In(1 — 2t) —In(1 — #) In(1 — t) varie de 0 & —In 2, il reste borné,
il n’y a pas de probleme de convergence de l'intégrale. Analyse - Chapitre 11 - Exercice 15
Page 7 sur 9 On peut calculer f : In(1 — 2t)dt en faisant d’abord la changement de variable

u=1-=2tdt = du Pour t =0,u = 1. Pourt— ,u = 0.
1

2 I 1 [t
/ In(1 — 2t)dt = ——/ Inudu = —/ In udu.
0 24 2 Jo

Au voisinage de 1, Inu reste borné, il n’y a pas de probleme de convergence. Au voisinage de

0,ulnwu tend vers 0 , donc l'intégrale est convergente. Pour calculer fol Inudu, on integre par
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parties:

1 1
/ lnudu:[ulnu](l)—/ du = —1
0 0

2 1 2 2
n—— dt=— [ In(1—20dt — [ In(1—t)dt
/0 YIS /0 n( ) /0 n(l—1)

Jun
Jun

Finalement, il reste : =

1

2

2 1 3
n—dt="
/0 TTostr2e™ T 2

Comme l'application t — # est une application paire de R dans R, on peut écrire

(changement de variable ¢ — —t) :

0 +o0
1 1
dt = —dt
/_Oo 14t /0 14t

Vers 0, ﬁ est borné, il n’y a pas de probleme de convergence de l'intégrale. Vers 'infini,

t x # tend vers 0 : I'intégrale est convergente.

7) Huitieme intégrale.

Tt = (1+8)° =2 = (P = V3t +1) (£ + V2t +1)

Les deux facteurs du produit restent constamment strictement positifs dans 'intervalle

d’intégration.
1 at +b ct+d

= +
T+ttt 22t +1 24+V2t+1

Pour trouver les coefficients a, b, ¢, d, on réduit au méme dénominateur et on identifie :

(at +b) (t2+x/§t+1>+(ct+d) (tZ—\/§t+1> ~1

Terme en t? : a4¢ = 0. Terme en 2 : V/2a+b—+/2c+d = 0. Terme en t : v/2b+a—+/2d+c = 0.

Terme constant : b+ d = 1.

2
b+d=1et \/§&+b—\/§c+d20:>a—c:—§.
2 2 2
a—c:—Teta+c:O:>a:—%etc:§.
at+c=0et \/§b—|—a—\/§d+c:02>b—d:0.
b—d—Oetb—l—d—ljb—%etd—%.

Finalement :

1 _@( t+/2 t—2 )
1

1+t PrVot+1 22—+ 1
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soit, en faisant apparaitre aux numérateurs, les dérivées des dénominateurs :

1 \/§< 2t + /2 2t — /2 ) 1( 1 1 >

1+t4 8

4

— — +
242041 2—2+1 242t +1 22—\t +1

En intégrant de 0 a 'infini, il vient :

400 1
/ at— Y2
0 8

14t

[e.e]

2+ V2t +1

In —— 8
22— V2t +1

1/+°° dt +1/+°° dt
40y e2+V2aA+1 4)y 2-—V2uA+1

0

/+°° Lo 1 /+°° dt L /0 dt 1 /+°° dt
o 1+t 4Jo BHV2A+1 A4S o2 +V2A+1 A4S o 24 V2A 41

V2 + 1= <t+\/—§> +1:%<(\/§t+1)2+1)

2 2
2
Posons u = V2t + 1,dt = %du.
oo dt T du
—:\/5/ = V2[Arctanu]t® = V21
/_oo 2+ V2t +1 oo LW | =
teo T
dt = 2~
/0 144 V2
Exercice 40
Pour tout entier n € N, on pose I,, = fol Eel=tdt
1) Calculer I.
2) Montrer que, pour tout n € N, on a:
1
0< I, < —1.
n!

3) En déduire que la suite (/,,),~, est convergente et préciser sa limite.

4) Montrer que, pour tout entier n € N* on a :

1
In == In,1 - .
n!
5) Pour tout entier n € N, on pose S,, = Zig % Montrer que I, = e — S,,.

6) En déduire que la suite (S,,),-, est convergente et déterminer sa limite.

Correction de [exercice 40! :

1) Calcul de I,.
1
Iy = / el7tdt = —e [e_t](l) =e—1
0

[026—1


https://beinsciences.org
https://www.instagram.com/be.in.sciences/?hl=fr
https://www.facebook.com/beinsciences
mailto:admin@beinsciences.org
https://wa.me/33625524751
https://www.youtube.com/c/BeInSciences

2°/ Convergence de la suite (In)nzoo

Majoration de I,,.

—
—
Pour tout entier n, I,, est I'intégrale d’une fonction positive sur I'intervalle [0, 1] : ¢’est donc .
un nombre positif. Lorsque ¢ varie entre 0 et 1,¢" est majoré par 1 , donc : C;i
1 1 Tg
t" 1 1
I, = —e!tdt </ —ertdt = =1,

" o n! —Jo n! nl™ <

On obtient bien la relation : .

0<1,<—1I,
n!

Limite de la suite (/,), > 0.

Lorsque n augmente indéfiniment, % tend vers 0 , donc %Io tend vers 0 . La suite (I,,),-,
est une suite a termes positifs, majorée par une suite tendant vers 0 . D’apres le théorérr_le
des gendarmes, la suite ([n)nzo est convergente et sa limite est 0 .

) , ) . 1 1_
2) Relation de récurrence. Pour un entier n > 1, calculons l'intégrale I,, = fo %el tdt en

-
O
T
=
<
N
=
o
T

intégrant par parties. On pose : u = %, donc du = %dt. Pour avoir dv = e'~!dt, on prend
v = —e'7. Lintégrale s'écrit I, = [udv = uwv — [ vdu = [—%el_t]zj + fol %el_tdt.

1
In = ——+ In—l
n!

3) Suite (Sy),~, La relation de récurrence I, = Ij_; — % donne, par sommation de k =1 a

k=n:
k=n 1
h+m+h=h+m+h4—2hﬁ
k=1

Simplifions par les termes communs a droite et a gauche, il reste :

I,=1I,— (S, — 1)
I,=e—1-(S,—1)
I,=e— 5,

Lorsque n augmente indéfiniment, I,, tend vers 0 , donc e — S, tend vers 0 et S,, tend vers e.

Ce résultat s’éerit aussi : Y, = e : cest la "série de Pexponentielle”, & encadrer et &

savoir par coeur!

Be In Sciences

Exercice 41

On définit pour n € N, l'intégrale I,, = fol 1iin'
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1
2

) Calculer Iy, I et Is.
)

3) Montrer que (I,) est convergente de limite 1 .
)
)

Prouver que la suite (1,,) est strictement monotone.

4) Vérifier que ¥n € N*, [/ (&de =22 — L f1In (1 + ") dx

5) Etablir lim,, 4 o fol In(1+ 2")dr =0 et en déduire que [, = 1 — In2 4 (%)

n

Analyse 11

Exercice 42

Etudes de fonctions définies par une intégrale

Soit f: R™ — R définie par Vo € R™, f(x) = flﬂ” e dt.

t

1) Montrer que f est dérivable sur R™ et déterminer f’. Donner le tableau de variation de f
et son signe.

2) Soit g la fonction définie sur R™ par g(z) = f(2) — Inz. Etudier les variations de g sur R
en déduire son signe.

3) Etudier les limites lim,_.o f(x) et lim,_, o f(2).

—
®)
0
S
e
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.

Exercice 43 ENSAA

On pose

ou p et ¢ sont des entiers naturels.

1) Pour tout p € N* établir une relation entre I(p,q) et I(p —1,q+ 1).
2) En déduire la valeur de I(p, q).
3) Calculer les intégrales suivantes :

(i) f(]% sin?? 1 (t) cos?*L(t)dt

(ii) [ sin?*!(¢)dt

(i) fo (1 —t2)Pdt.

Exercice 44 Extrait ENSAA

Soit f une fonction continue et positive sur [a,b]. On définit la fonction F' sur [a, b] par :

Vx € [a,b], F(z)= /x f(t)dt

Be In Sciences

1) Montrer que F est croissante sur [a, b].
2) Montrer que si F'(b) = 0 alors F' est nulle sur [a, b].
3) En déduire une démonstration de la propriété de stricte positivité de I'intégrale énoncé dans

le cour.
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Application : Soient (a,b) € R? tel que a < b et P un polynéome a coefficients réels. On suppose
que f )2dt = 0. Montrer que P est le polynome nul.

Exercice 45 Extrait ENSAA

Pour tout n € N*, on pose

I, = /1 (In(a))"dz.

1) Montrer que (1), ;y- st une suite convergente.
2) Démontrer que :
Vn e IN*, IL,i=e—(n+1)I,.

3) Justifier que : Vn € IN*,0 < I, < 5.

4) En déduire la limite de I,, et un équivalent simple quand n — +o0.

Exercice 46 Intégrale de Wallis

On pose I,, = f(]% sin” zdx
1) Calculer I et I

2) Montrer que la suite (1,,) converge

3) Etablir une formule de récurrence entre I,, et I,,_o

4) Montrer que le produit (n + 1)[ 1,1 est constant

5) Calculer lim,,_, oo I, lim,, o0 72— T =1y, o vnl,

6) Calculer Iy, et Iy, sous forme de produit et en déduire une suite de rationnels convergeant

Vers m

Correction de [exercice 46 :

= fog de =%, I = fog sinxdr = [— COS.T]O% =1 L,= f()% sin® zdx

Onposeu=3%—x I, = fﬁ__og sin® (5 —u) (—du) = fog cos? udu
2

Or fog cos® udu + fog sin? zdr = fo% (cos? x + sin®z) da = fo% do == =2I,
I, peut étre calculée également a ’aide de la formule de récurrence trouvée en 2) Donc

[0:7—; [1:1 [2:—

2) On cherche & montrer que la suite (I,,) est décroissante et minorée afin de montrer qu’elle

,g] on a 0 < sinx < 1 en multipliant par sin™ z, on obtient pour

= [O, g] onal<sin"z <sin"x

Donc, en intégrant sur [0, 2} on obtient : 0 < fog sin®™! zdr < fo sin” xdx

converge. pour xr € [O

D’ou 0 < 1,41 < I, La suite (I,,) est décroissante et minorée par 0 , donc elle converge .

us ™
— 2 " _ 3 wian—1 :
3) I, = [?sin" xdx = [ sin"" wsinzdr

s

jus . . — . — z 2 . —
On integre par partie: I, = f02 sin z sin" ! xdr = [— cos xsin" ! x] 2 +/ cosx(n — 1) cos x sin”

N J/

-~

=0 pour n>1 ~~
P - pour n>2

Analyse II
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I, = (n—1) f0% (1 —sin®z)sin" *zdz = (n — 1) [fog sin"? xdr — fog sin” xdm} = (n —

1) (In 2~ In)
— DoncVn>2 1, nl_fn 9
D) I, = ;1]71 2 .. N
a 4) pour n > 2 " en multipliant membre a membre, on a:
Tg I’I’L+1 TL+1 n—1
< n—1 n
InIn-‘rl = n n+ 1In—2]n—1 <~ (7’L + 1)]n]n+1 = (7’L - 1)]n—21n—1

Néanmoins, cette récurrence est d’ordre 2 , donc on obtient que:

2 Disptonir = (2n — 1)Iop_olop—1 = ... = Ioly = 5
(2n + 1) Ioploni1 = (2n — 1) Iop_olop 1 ol1 = 3 done Vn > 0 (n—}—l)InInH:E
(2n)[2n_1[2n = (2’)7, - 2)[271—3[271—2 = ...= 2[1]2 =35

5) d’apres 2), lim, o0 [, = [, donc limy, s oo LIy = 12 = lim, 4 oo D) = 0

n+1)
donc lim,, o I, =0

On sait que la suite ([,,) est décroissante et converge vers 0 , donc Vn >0 I, >0

Donc la suite u,, = II" est bien définie et est strictement positive.

Comme la suite (1,,) est décroissante, u, > 1

—
®)
0
S
e
N
s
<
.

_ Iy Iny1 . In . nt2 N T; — T n+2 __
On pose UpUnt1 = Ing1 Int2 = Ing2 ~ n+l d’ou 11mn—>+oo UnUnt1 = llmn_’+oo n+l 1
+
Un I Ini3 — _In n+21n+1 _ (n+1)2 _ n242n+1 >1
Un4-2 Iny1 Ing2 In41 n+11" n(n+2) n24+2n =

C’est une récurrence d’ordre 2 , néanmoins, on en déduit que les suites (ug,) et (ug,41) sont
décroissantes et minorées par 1.

On pose lim,, oo Uop, =a = 1 et lim, Uz 1 =b > 1 puisque Vn 21 wu, > 1

Comme lim,, ;o uptye; =1=ab etquea>1letb> on obtient que a =b =1
)~y _ In _ 2 _ ﬂ'In
d’ot u, = 72 e 1Vn>20 (n+1)I,I,4, =% donc (n + 112, = 5 T Donc
limn*)+oo \/ﬁ[n — \/g
6) Qapits 2) Iy = Mty = BTy, = Bty = Mo 4,
_ (2n—1)x(2n—3)..5x3 1 __ @ x@n-2)4x2
Donc I, = @n)x(2n=2)..4x2 "0 7 ou2(n—1)..2x2][2x 1] %
n)!
Donc I, = 22(3(—71)!)25
2n 2
On en utilisant que (n 4 1)I,[,41 = 5  on trouve que I,y = %
— Or on sait que limy, o /0, = /5 donc lim, o (2n+ 1)15,,, =%
)
(&)
=
)
o r—
(&)
N Exercice 47 ENSAT
=) L . . .
— Les intégrales suivantes sont convergentes ou divergentes? (Facultatif)
B)
1 1
M )y mdz
too o~ VaZil
2) 0 ) 7 dx
3) fo ns
4) _—Olo ec:szd
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“+o0 T
5) Jo o #
6) f,7*° cos® adx
+0 cosz
7) f(]7T 1+50de E
8) [Z In(1 + sinx)dx &
2
% on 7
9) f0+ T d.’L’, '_1>3
teo 1 Ay
10) i e =
11) [ 2 atde <
12) [o7 =gz gy

T2

Exercice 48

Etudier les intégrales suivantes : o, 3,a € R :

1 “+o0 T —+o00
/ x%In xdx, / ——dx, / e "z sin® xdx,
0 o (1+z) 0

+o0o fo' +oo
/ Mdaj, / Inz dz, (a > 0)
0 0

B 22 + a?

-
O
T
=
<
N
=
o
T

Exercice 49 Les intégrales de Fresnel (Extrait ENSAT)

Les intégrales de Fresnel :

+00 +0oo
F = / sin (:c2) dr et Fy,= / CoS (332) dx
0 0

sont utilisées en théorie de diffraction de lumiere.

1) Montrer que les deux intégrales convergent.

2) Montrer que les deux intégrales ne sont pas absolument convergentes.

Exercice 50 Fonction Gamma d’Euler(Extrait ENSAT)

La fonction I" d’Euler est définie pour tout = €]0, +o00[ par :

+o0
[(x) = / e " dt.
0

Montrer que :
1) I'(x) est bien définie, Vx €]0, 4+o00].
2) T(1)=1letT'(z+1) =2l'(z),Yx > 0.
3) En particulier, Vn € N*,I'(n) = (n — 1) .

Be In Sciences
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Exercice 51 Extrait ENSAT

On considere l'intégrale généralisée

+o0o d
[n:/ W >,
o (1+22)

1
2

) Calculer I; et Is.
)

3) Trouver une relation récurrente entre I, et I,,.
)
)

Montrer que l'intégrale I,, converge pour tout n > 1.

4
)

En déduire la valeur de I,, en fonction de n.

Calculer lim,, o I,,.

Exercice 52 Extrait ENSAM
(7pts)

1) Soit f une fonction définie, continue, positive, décroissante et possédant une dérivée continue

sur [a, 00 [, ct telle que lim, ,  f(z) =0.
Montrer que les deux intégrales: f:oo f(z)sinzdz et fa+°° f(z) cos zdzx sont convergentes.

(on fera la preuve juste pour la 1 ére intégrale, le méme raisonnement est valable pour les 2).

+00 3 +o00
SN r COS T
dx et dx
0 a jus X

2

2) Montrer que:

sont convergentes. Sont-elles absolument convergentes? (indication : !%} > s’z )

3) Etudier:
+oo

. +OO . .
sin sin z sin
dx et (1 + ) dx

0 Ve 0 Ve Vv

Que peut-on en conclure concernant. la regle d’étude d’une intégrale généralisée par

équivalence?

Exercice 53 Examen ENSAK 2018
Le but de cet exercice est de calculer la valeur de I = f0+°° Sit—ntdt. Pour chaque entier n, on note
L /n/2 sin((?a - 1)t)dt ot g /W/Q sin((2n + 1)t) gt

0 sint 0 t

1) Justifier que, pour tout n > 0, I, et J,, sont bien définis.

2) Montrer que, pour tout n > 1,1, — I,,_; = 0. En déduire la valeur de I,,.

3) Soit ¢ : {0,7/2] — R de classe C''. Montrer, & laide d’une intégration par parties, que
fOW/Q o(t) sin((2n + 1)t)dt tend vers 0

4) Démontrer que la fonction ¢ — 1 — - se prolonge en une fonction de classe C'*' sur [0, 7/2].

5) En déduire que J, — I, — 0.
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6) Démontrer, en utilisant un changement de variables, que J,, — I.
7) En déduire la valeur de I.

Exercice 54 ENSAK

Soit n un entier naturel non nul. On pose :

Analyse II

I = /1 " 2(In(2))"dz.

1) Calculer I.
2) a) Montrer que pour tout z € [1, e ] et n € N,0 < (In(x))"™ < (In(z))". En déduire le
sens de variation de la suite (1),
b) Montrer que la suite (1,,),,5, est cz)nvergente.
¢) Montrer que pour tout x € [1,¢e] : 0 < In(z) < z/e.

d) En déduire lim,, 4o .

-
O
T
=
<
N
=
o
T

3)
4) a) A Tl'aide d’une intégration par parties,établir pour tout entier naturel
e3 n+1
>1:1p=—— I,.
S R
b) En déduire lim,, , o n - I,

Exercice 55 ENSAK
On considere l'intégrale I = 0+°° sin(@) gy

1) Etude de la convergence de I :
a) Justifier que fo smf) dx est convergente.

b) Vérifier que pour tout A > 1 :

/1 fsine), _Locos(A) cos(1) + / Lo cos(@) )

x A ) x?

¢) Montrer que I'intégrale J = || 00 12cos(@) 7 est convergente, conclure la nature de I puis I'exprimer

Be In Sciences

en fontion de J.
2) I ne converge pas absolument :
a) Justifier que pour tout x > 1, |Sin(m)| > sin’(z)

—=.
b) En intégrant par parties, montrer que f oo Mdm est convergente.

¢) Déduire que [, o0 sin (z dz est divergente.
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d) Conclure que I ne converge pas absolument.

J—
—
% Exercice 56 ENSAO
'—? On considere la fonction rationnelle F' définie par F(z) = m
=
< 1) Trouver les réels a,b, ¢ et d tels que pour tout x € R — {—1}, on ait:
a b cr+d
F =
(@) r+1 * (x+1)2 +;1:2+1
2) Calculer alors fol F(x)dzx.
Exercice 57 ENSAO

Pour n € N, soit [,, = fol e*x"dr.

—
®)
0
S
e
N
s
<
.

1) Calculer I et I;.

2) En encadrant la fonction e sur [0, 1], montrer que 0 < I,, < -5 En déduire la limite de I,
lorsque n — 4-00.

3) A l'aide d’une intégration par parties, exprimer [, en fonction de I,,.

4) En déduire la limite de nl,, lorsque n — +o0.

Exercice 58 ENSAO

Calculer les intégrales suivantes :

2 1 0 x
]1:/ —dr 12:/ —————dx
0 2+cosx g2+ -2

Exercice 59

Pour n € N, soit I, = [ £-dx.

1) En majorant la fonction intégrée, montrer que lim,, o, I, = 0.
2) Calculer I, 4+ 4.

3) Déterminer lim, o Y p_, =Dk

k

Be In Sciences

Exercice 60 ENSAO

Pour n € N, on considere I'intégrale I,, = [ (tant)"dt

1) Pour quels réels x,l’ intégrale I,, est-elle définie ? Justifier.
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2) Calculer I et Is.

3) Montrer, & Paide d'un changement de variable, que I, = [ 2 dy

0 1+u?
4) En utilisant «"™ = (1 + u?) u™ — u™, montrer la relation de récurrence

n+1—]

n

I o= (tan )

n+1

Analyse II

Exercice 61

A

Soit I, = fol Jf—j?dx n € Z.

1) Pour quelles valeurs de n € Z, I, existe t-il?.
2) Etablir une relation de récurrence entre les I,,
3) Calculer I,.

-
O
T
=
<
N
=
o
T

Exercice 62

A

Soit la fonction définie pour z € R par I'(x) = 0+O° t*le~tdt.

1) Quel est I'ensemble de définition de T’
2) trouver une relation entre I'(n + 1) et I'(n)
3) Calculer I'(n + 1) pour n € N.

Exercice 63

A
On considere l'intégrale 1, = fol "1 — zdx

1) Etablir une relation de récurrence entre I,et I, 1,n€ N~
2) CalCU1er Io puis en déduire la valeur de I, en fonction de n
3) En faisant un changement de variable et en utilisant la formule du binéme, donnez une autre

expression de I,,. Que peut-on en conclure?

Be In Sciences
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Exercice 64 Exercice 1 ( 10 pointe) (ENSATE)
A

On considere 'intégrale généralisé :

]n:/“”d_xn
o (1+2%)

1) Montrer que d’intégrale I,, converge pour tout n > 1

Analyse 11

2) A Taide du changement de variable x = 2, montrer que

!

1 [T 1+ u?
]1:_/ idu
2/ 1+ut

3) A l'aide du changement de variable w = u — % Calculer .

)
6

)
4) Trouver une relation récurrente entre 1,1 et I,
) En déduire la valeur de I, en fonction de n.

)

Calculer lim,, ;o I,

—
®)
0
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Exercice 65

tnelft

A On considere Iintégrale I, = foz - dt, neN*

1) Calculer I;

Etablir une relation de récurrence entre Inet I, 1 (n>2)

w N

Calculer I, en fonction de n

W

Déterminer, pour n fixé, la limite de I,,(x), lorsque z tend vers 400

On pose J,, = I,,(1) = 01 tnil!ftdt. Montrer que pour tout n € N*: 0 < J, < %
On pose L, = (EZZO %) Montrer, en utilisant le calcul de I, que : Vn € N* U, <e <
U, + 2.

7) Calculer la limite de U,, quand n tend vers 400

(S

)
)
)
)
)
)

(=)

Exercice 66

!

n

QD n

8 A Pour tout entier n € N, on pose I,, = fol Z_!el—tdt‘

O

S 1) Calculer 1.

<8 2) Montrer que, pour tout n € N, on a :

E 1

. 0<1I,<=I
an <In< —lo

En déduire que la suite (In)nzo est convergente et préciser sa limite.
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3) Montrer que, pour tout entier n € N*, on a :

1
In - In—l - _'
n!
4) Pour tout entier n € N, on pose S,, = ’Zig % Montrer que I,, = e — S,,. En déduire que la

suite (S,,), o est convergente et déterminer sa limite.

Analyse II
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Les intégrales dépendant d’un parametre (ENSAJ)

Exercice 67

A
Soit (t, ) = e /¥ (¢ 1) E} 0, +00[x [0, +o0.

1) Montrer la convergence des intégrales généralisées :
+00 +oo 8@
/ o(t,x)dt et / a—(t,a:)dt pour tout = € [0, +0o0]
0 0 z

2) On pose f(x) = 0+°° o(t, z)dt.
a) Prouver que Yu € [0,400[,0 <1 —e ¥ < min(l u).
b) En déduire que Vz € [0,—|—oo[ |f(x) 0) < fye ?dt + 2f+o°@.
¢) Montrer alors que f est continue en O+.
3) On admet que f est dérivable sur |0, +-00[ et Vz €]0, +00 [, f(z) = 0+OO 92(t, x)dt Montrer
a laide d’'un changement de variable que l'on a : Vz €]0, +o0 [, f/(x) = —2f(z).

4) En déduire I'expression de f sur [0, +oo[ sachant que f0+°O et dt = %

Exercice 68

Soit f la fonction définie sur R par

f(z) = /3a7 arctan (¢%) dt.

1) Montrer que f est impaire.

2) Calculer f” et montrer que f’ est positive.

3) En utilisant la deuxieme égalité de la moyenne montrer que f(z) ~ 7z au voisinage de
+00.

4) Montrer que si x > 0,7z — f(z) f arctan ( ) dt.

5) En utilisant la deuxieme égalité de la moyenne, montrer que cette différence tend vers

0 lorsque x tend vers +ooc.

Exercice 69

1) Soient f: R — R continue et g définie sur R par g(x fo t)dt. Montrer que si
g est décroissante alors f est nulle.

Indication : on établira le tableau de signe de la fonction G : x — ( fo dt) (1.5 pts )

Exercice 70

1) Caleuler lintégrale [) 2= d.

3
341"

2) (a) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle F(x) =
(b) Calculer l'intégrale fo m dz
(c) Calculer I'intégrale fo r)dz.
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Exercice 71

Soit f : R — R une fonction continue. Justifier que les fonctions g : R — R suivantes

sont de classe C*' et exprimer leurs dérivées :

:/2:2f(t)dt g(:E):/ cf()dt g(a /ft+:c

Analyse II

Exercice 72

Soit f : R — R définie par : Pour tout z € R,

flz) = /O et

1+ ¢2
1) Montrer que f est dérivable sur R et que f'(x) = — %e—%° for et dt.
2) En déduire que la fonction z — f(z ( ING - dt> est constante.

-
O
=
=
<
N
s
o
==

3) En déduire que [;"" e " dt = %

Exercice 73

On considere la fonction F', définie sur R par:

+0o0 e—a:t
F(:E):/O e dt.

1) Montrer que F' est définie et continue sur [0, +-00].
2) Montrer que F est de C* sur |0, 4+o0].

Exercice 74

On considere la fonction F', définie sur R par:

+o0 e—xt
F(x) = / dt.
0 1+t

1) Montrer que F' est définie et continue sur |0, +o0].
2) Montrer que F est de C! sur |0, +o0|.

Exercice 75

Soit

Be In Sciences

+00 o3 t
Flz) = /0 s1n$x )eft dt

1) Justifier que F est définie et de classe C! sur R.
2) Calculer F'(z).

3) En déduire une expression simplifiée de F'(x).
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Exercice 76

Soit G la fonction définie par

+o0 T
G(z) = —— dt
(@) /0 1+ 22t2

1) Déterminer le domaine de définition de G,
2) Calculer G(0) et G(z) pour x # 0.
3) Que peut-on déduire?.

Exercice 77

( 6 points) On considere la fonction F', définie sur |0, +o00[ par :

+o0 —xt
F(z) = / © dt.
0

142

1) Enoncer le théoreme de continuité sous le signe intégrale.

2) Montrer que F' est continue sur |0, 4o00.

3) Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.

4) Montrer que F est de classe C!' sur |0, +00[ et donner une expression de F’(z), sous

forme intégrale.

Exercice 78

( 4 points )

L’objectif de cet exercice est de calculer I = 0+°° e—\; dt Pour z > 0, on pose F(z) =
“+o00o e—zt

fO Vi(1+t) dt.
1) a) Calculer Iintégrale [, \/z(ht)dt.

b) En déduire que la fonction F est bien définie sur [0, +o00].
2) a) Montrer que F est de classe C! sur |0, +o00 | et calculer F'(x).

)
b) Montrer que

+oo efmt I

o TYTTE
c¢) Montrer alors que F' est solution de I’équation différentielle y — 3/ = \/LE sur ]0, +o0l.
3) a) Calculer F(0) et la limite de F' en +o0.
b) Montrer que pour tout = > 0,

Flz) = e <7r—1/026—\/;dt).

¢) En déduire la valeur de I.

Exercice 79
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Soit F' la fonction définie par :
+o0 )
F(x) :/ e " cos(2xt)dt.
0

1)
2)
3)
4) En déduire la valeur de F'(z). (on admet que F'(0) =

Montrer que F' est définie sur R.
Prouver que F est de classe C! sur R.

Chercher une relation simple entre F' et F”.

oI
N—

Exercice 80 ENSA KECH

Pour = € [1 + oo[, on définie
400 e—(t+1):p
F(z) = / dt
0 t+1
1) Expliquer pourquoi la fonction F' est bien définie.
2) Rappeler quel est I’énoncé du théoreme de dérivabilité de fonctions définies par une
intégrale dépendant d’un parametre.

3) Montrer que F' est de classe C.

"
5) Justifier la formule : F(z) = [ s~ le~*ds.
6) Justifier la formule : F(z) +Inz = ["s7 (1 —e*)ds+ [, s~ e *ds.

Déduire de ce qui précede 'expression explicite de F”(x).

Exercice 81 ENSA KECH

Soit +o00 eft o 672t
, :/ —dt
0 t

e—at
t

1) Montrer que pour tout a > 0 l'intégrale f;roo dt est convergente.

2) En déduire que I converge.

3) Pour x > 0, établir la relation

+oo —t _ =2t 2z —t
/ el e / e
. t .t

4) En déduire le calcul de I.

5) En déduire le calcul de [; ' =14t (On pourra utiliser le changement de variables ¢ = e~*).

0 Int

Exercice 82 ENSA KECH

Pour n > 1 et z > 0, on pose

1) Justifier I'existence de I,,(z).
2) Calculer I;(z).
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3) Démontrer que I,, est de classe C! sur ]0, +oc [ et donner une relation entre I/ () et

I ().

4) En déduire qu’il existe une suite (ay,) telle que, pour tout > 0, on a

neN*

Oy,
xanl

I(z) =

Exercice 83 ENSA KECH

Partie I : Etude d’une fonction définie par une intégrale

1) Montrer que pour tout x > 0, I'intégrale f0+ o s dt converge.

T

On note f :]0, +o0[— R T'application définie, pour tout = €]0,4o00 [, par : f(z) =

+o0 e’
fO -+t dt
2) Montrer : Vz €]0,4+o00[, f(z) > 1 6_1 dt. En déduire f(z) o oo
_)
3) Montrer : Vz €]0,+00 [,0 < f(z ) . En déduire f(x) - 0.
T—r—+00
4) Montrer que I'intégrale fo te~t dt converge et que :
1 1 +oo »
Vr €]0,+oof, |f(z)—=| < = te™" dt..
x x? J

En déduire : f(z) ~ 1.

r—r+00

Partie II : Une autre expression intégrale de f.

A - Dérivabilité et expression de la dérivée de f sous forme d’une intégrale

5) Soit (z,h) €]0, +00 [xR* tel que h —5.

(a) Montrer que I'intégrale fo dt converge.

1
(b) Btablir : ¥t € [0, +00 [ Mohn -5 + o
f($+h) f(= et 2|h|
(c) En déduire: ‘ —1—f @? dt‘
6) En déduire que f est dérivable sur |0, +oo[ et que : Va €]0, 400 [, fl(x)=— f0+oo ﬁ dt.
7) Montrer que pour tout x €]0, +00] et tout (e, A) €0, 1] x [1, +o0] :

A e—t 4 — G_A o€ A e—t "
/6 (x4 t)? —_$+A+$+€_/€ T+t
8) En déduire : Vz €]0, 400 [, f'(z) = =2 + f(x).
9) Montrer que f que f est de classe C? sur |0, +oo| et que Va €]0, +00 [, f'(z) = x—12 + f'(x).

x—i—t
2|h|

< .
X 53

B - Intervention d’une fonction auxiliaire g

On note ¢ :]0, 400 [— R D'application définie, pour tout x > 0, par : g(x) = e " f(x).

10) Démontrer que g est dérivable sur |0, +o00[ et que : Vz €]0,4+o00[,¢'(z) = —

T
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11) Montrer que, pour tout x €]0, 400 [, 'intégrale f:oo % du converge et que :

o0 e U
Vo €]0,+oo[, g(z)= / — du.

—
u —
D)
. 100 p—u 0p]
puis : Vz €]0,+o0[, f(x)=¢"[ " “—du. >
12) Montrer que [ <" du ~ <. g
T—>+00
<
Exercice 84 ENSA KECH

Soit

VB

[—/ In(sin t)dt.
0

1) Montrer que I est convergente.

2) Montrer que I = fog In(cos t)dt.

3) Montrer que 2/ = fog In (322) dt. dx.
)

4) En déduire la valeur de I.

-
O
=
=
<
N
s
o
==

Exercice 85 ENSA KECH

Soit o > 0 un réel. On note I, = 0+°° Wdt.
1) pour quelles valeurs de « I'intégrale généralisée I, est-elle convergente ? Calculer I.
2) Par une intégration par parties, montrer que I; = 2 (I; — I3). En déduire la valeur de
L.
3) En utilisant le changement de variable ¢ = tan x, calculer la valeur de [ 3.

Exercice 86

+00 sin(nz)
0 e dr.

1) Montrer que [, est bien définie et déterminer la limite de I,, lorsque n — +oc.

Pour tout entier positif n, on considere I,, =

b) Donner un équivalent de I,, en +oc.

Exercice 87 ENSAMC

On pose, pour tout z € R, : F(m) = fOTF M dt.
1) a) Justifier proprement la définition de F.

b) Montrer que F' est dérivable sur R, et calculer sa dérivée.

0

T |sin D)

2) a) Pour tout k£ € N*, montrer que: (k+21)7r < flgfﬂ) % dt < % Qg)

b) On rappelle que: > p_ & ~ Inn. Prouver que: F(n) ~ Z2lnn. o
n—o0 n—oo

c¢) En déduire 'équivalent: ~ F(z) ~ Z2lInz. UO)

T—00

=

—

. )

Exercice 88 ENSAK aa

. P . 2x
Soit F': R — R définie par F(z) = [ ﬁdt
1) Justifier que F est définie sur R.
2) Montrer que F' est une fonction impaire.

3) Justifier que F' est dérivable sur R, et exprimer sa dérivé.
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B 3(1-421)
o \/16x4+4z2+1~\/:c4+172+1~(2\/x4+332+1+\/16x4+4x2+1
5) Etudier les variations de F' et dresser son tableau de variation sur R™.

4) Vérifier que F'(x)

) sur R.

6) Montrer que pour tout x > 0, 0 < F(z) < T En déduire la limite de F' en
400 et interpréter géométriquement le résultat.
7) Donner I’équation de la tangente de F en 0 .

8) Représenter graphiquement la fonction F'.
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Les intégrales multiples

Exercice 89 ENSAM

Donner la représentation graphique de A et calculer I'intégrale I = [, f(z,y)dzdy dans les
cas suivants : 1. A={(z,y) e R?/0<2<1,0<y<2}et f(z,y)=x+y
2. A={(z,y) eR?/0<z<1,0<y<za}et fz,y) =ax+y

Exercice 90

Soient A y/x? 4+ y2. 2.1 - Donner la représentation graphique de A.
2.2 - Calculer en utilisant le changement de variable approprié Uintégrale I = [, f(z,y)dzdy.

Exercice 91

Déterminer la représentation graphique de A et calculer son aire dans les cas suivants : 1.
A={(z,y) e R*/|z+y|<1,0<x < 1}
2. A={(z,y) eR*/2® + 4> — 2y > 0,22 +y* =1 < 0,2 > 0,y > 0}

Exercice 92

Soit V' la partie de R? définie par

Lt oy 2
V:{(aﬁ,y,z)eR/§+b—2+c—2§1} avec a, b, c > 0.

4.1 - Calcule le volume de V.
4.2 - Calculer I'intégrale fv rdxdydz.

Exercice 93

Soit ¢ : R? — R? l'application définie par ¢(z,y) = (2% — y?, 2xy) = (X,Y). 5.1 - Vérifier
que X2+ Y2 = (22 + %),

5.2 - Calculer le Jacobien de ¢ en tout point (z,y) € R

5.3 - Soit D = {(z,y) e R?/1 <a? —y? <4 et 1 <zy <2}

a) Donner la représentation graphique de D.

b) En utilisant le changement de variables X = 2% — y2 Y = 2xy, calculer 'intégrale
[p (@* + y2)3 dzdy

Exercice 94

6.1 - Calculer l'intégrale I = [, #¥dxdy avec D = [0,1] X [a,b],b > a > 0

6.2 - En déduire la valeur de fol ”Ci;gfa dz.

Exercice 95

On considere l'intégrale I, = [, e_%<m2+y2)dxdy avec A, = {(z,y) € R*/z* + ¢* < a?},
a > 0 7.1 - Calculer I, en fonction de a. En déduire lim, , . I,. 7.2 - On considere le
rectangle R, = [~a,a] X [~a,a] et J, = [, e_%(x2+y2)dmdy. Calculer l'intégrale simple
ffa e~3%"dz en fonction de J,. 7.3 - En utilisant les questions 7.1 et 7.2, calculer la valeur

de I'intégrale de Gauss fj;o e 3% dy
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Les intégrales curvilignes

Exercice 96

Soient les points A = (1,0),B = (0,1) et C = (1,1). Calculer les trois intégrales curvilignes :
I, = {(y2—y)dx—2(x2—x)dy} K=123
'k

ou I'y est la ligne brisée OAC, I'y la ligne brisée OBC et I's le segment OC. Le résultat est-il

dépendant du chemin suivi ?

Exercice 97

(a) On considere la forme différentielle w = e*dz + 3y*dy. Est-elle exacte? (Sur quel
domaine?) Si oui 'intégrer

(b) Méme question avec w = (2ze¥ + 1) dz + (z%e¥ — 2y) dy.

Exercice 98

Calculer I'intégrale curviligne I = fr y?dr+ax2dy ot T est la demi-ellipse supérieure d’équation

2 2 ..
2y + % = 1 parcourue dans le sens positif.

Exercice 99

Calculer I'intégrale curviligne I = [, (2° — y) dz + (x + y)dy ol I est le cercle d’équation

22 + y? — 1 = 0 parcouru dans le sens positif.

Exercice 100

Soit D le demi-disque supérieur de centre O(0,0) et de rayon a(a > 0) Soit 9D son bord

supérieur parcouru dans le sens positif. Calculer de deux maniéres différentes |, aD+ r2ydx +

ry(2a — y)dy

Exercice 101

Calculer ([} (¢* +y?) dedy, ou D = {(:c,y) €R?/z >0,y >0,% + Z—; < 1}

Exercice 102

Calculer la circulation du champ de vecteur V sur le périmetre I' du triangle O AB parcouru

dans le sens direct :

2
17=<x2+y ) A=(2,0) et B=(0,1)
7 +y

(a) Par une intégrale curviligne.

(b) En utilisant la formule de Green.
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Les courbes Paramétrés

Exercice 103

Soit f une courbe paramétrée définie sur R soit par ses coordonnées cartésiennes (x,y), soit
par une équation polaire . Pour chacune des propriétés suivantes, déterminer I’ensemble le
plus petit possible sur lequel on peut se contenter d’étudier (z,y) ou r pour obtenir le tracé
complet du support de f :

1) x est 2-périodique et y 3-périodique.

2) x est m-périodique et y 1-périodique.

3) x est paire et y impaire 27r-périodique.

4) r est 3m-périodique et: VO € R, r(2m —0) =r(0).

5) r est 2m-périodique et : VO € R, 1 (Z —0) =r(0).

6) r est impaire et : VO e R, r(0+7%)=—r(0).

)VteR, f(t+1)=f(t)+u, ouu estun vecteur non nul.

Exercice 104

Etudier la courbe paramétrée f = (z,y) définie par :

. xz(t) = (t+1)e
e {y<t>=<t—1>e

1
t
1 -
t

2(t) = o

vt € R\{-1}, oE
2) Vt € R\{ 1}{y<t>zlit3
3) Vt € R, { t) =5 -
yit) =5+ 5

y(t) =In
t) =t° — 61> + 9t
5) Vt € R, x(t) H
y(t) = 3t* — ¢
t) =t —sin’t
) vier, {4 0 S
y(t) = cost
t _ 12
7))Vt e R,{ =) L,
y(t>:t1+t2
ty=t—1
8)Vte]R*,{$() T
y(t) = et
t) = 3t
o) vt e R 4 T =083
y(t) = sin(2t)
t) = 3t
10) Vt € R, o(t) = cos 5
y(t) = 2sint 4 cos(2t)

Exercice 105

1) Soit C la courbe d’équation cartésienne In(z +y) = = — y.

a) Paramétrer C au moyen du parametre ¢t = x + y.

Analyse II

-
O
T
=
<
N
=
o
T

Be In Sciences



https://beinsciences.org
https://www.instagram.com/be.in.sciences/?hl=fr
https://www.facebook.com/beinsciences
mailto:ichou.hamzaqm@gmail.com
tel:0675-012855
https://www.youtube.com/c/BeInSciences

Analyse 11

—
®)
0
S
e
N
=
<
=

Be In Sciences

b) Etudier et tracer la courbe paramétrée f = (x,y) ainsi définie.

2) Mémes questions avec la courbe C d’équation cartésienne yIn ¥ =

2

Exercice 106

Etudier la courbe paramétrée f d’équation polaire r définie par :

1) Vo eR, r(0)=1+sin?.

2) V0 € R, r(0) =3cosf — cos(30).
3) VO e R, r() = cos(50).
DVOCR, n(6)— 28

5) Vo e R, r(0)= \}*j—g‘):o.

6) V6 € R, 1(0) = cos(30) — 2.
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