ANALYEE S4 TD3 BIS

orrection

ExXErCICE 1 : Convergence d’intégrales

Etudier la convergence des intégrales suivantes en fonction des valeurs de o, 3 € R
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1. Notons que « # 0. Probléme en 0,1 et +o0.
Int
EnO: % ¥ Int donc l'intégrale converge Vo € R*.
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En 400 : Si a > 1, on choisit 8 tel que a > > 1

= —é donc la fonction est prologeable par continuité en 1.

lim ¢f 2

t—+oo 1 —1t™ =0

par croissance comparée et donc d’apreés le critére de Riemann, l'intégrale converge.
Sia <1 alors
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donc l'intégrale diverge.

Finalement, 'intégrale est convergente ssi o > 1.

2. /Jrooaldmﬁ On doit avoir 3 € Z sinon le domaine de définition de (1 — z)” est ]—o0, 1] et 'intégrale ne
pgut pxas (existgéz.
Convergence en 0o ssi a+ 5 > 1.
Convergence en 0 ssi o < 1.
Convergence en 1 ssi 5 <0

Finalement l'intégrale est divergente !
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3. / ———dt n’existe pas pour a = 0.
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En 400 : si a > 0, et 1o —~ = —te~(@+Dt donc Dintégrale converge car o + 1 > 0 (critere de
—e o —e

Riemann).
) tet : e - :
si o <0,—— ~ te~* donc lintégrale converge (critére de Riemann).
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Finalement, 'intégrale converge ssi a > 0.



EXERCICE 2 : Intégrale a paramétre 1

Considérons la fonction

1
F:x—>/ e~ Tdt
0

x
t

Donner son domaine de définition.

Siz >0, lim;_g+ e~ =0 donc la fonction t — e~ % est prolongeable par continuité en 0.

Siz=0F(0)= [ 1dt=1
Siz <0, limy_+ te”7 = 400 (croissance comparée) donc d’aprés le critére de Riemann, I'intégrale diverge.
Finalement, le domaine de définition de F' est RY.

Montrer qu’elle est de classe C™ sur R} et calculer F” (z).

Pour ¢ € 0, 1] fixé, notons hy (z) = e~ 7 définie sur R*.
Vk € N*,Vz € RT, hgk) (x) = (—%)k e~ 7 donc hgk) définie et continue sur R*.
De plus, soient a,b > 0, Vx € [a,b],Vt € ]0,1], hgk) (x)‘ < (%)ke*% et fol (%)ke*%dt converge en 0 d’aprés

Riemann.
Donc Vk € N*, F est de classe C* sur [a,b] et donc sur R et

1 k
ve e RF, F®) (z) = / (1) e~ dt.
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En particulier,

En déduire I’allure de la courbe représentative de F.

xz
t

F est convexe et F' (z) = fol —tdt <0

De plus V¢ € ]0,1],lim,_ 1o e~ 7 = 0 et pour z € RT, V¢t €]0,1],

e_%} <1 donc

lim F(z)=0
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ExERrRCICE 3 : Intégrale a paramétre 2

f:$—>/ cos(tx)fldt
0 t

Donner son domaine de définition. Etudier la continuité et la dérivabilité, étudier le signe de la dérivée et dresser
un tableau de variation de f.

Considérons la fonction



cos (tx) — 1

Vz € Rt — est continue sur |0, 7]. Vo € R, en 0, on a cos (tz) = 1 — @ + 0 (t?)
Donc )
tr) —1 t
vpeRr S LB
t 2
Et du coup
cos (tz) — 1

Va € R, lim
t—0
donc l'intégrale est propre en 0. Et f est définie sur R.
tr) —1
On pose, Vo € R,Vt €]0,7],9 (z,t) = %.
Vo € RVt €10,7]]0, 7], 22 (2,t) = —sin (tz)
Vr € R,Vt € 10,7, ’% (x,t)’ < 1let [; 1dt est propre.
Donc f est dérivable sur R et

Vo e R*,f’(m):—/ﬂsin(m)dt: [
0
et f/(0) = 0.

Va € R, cos (rz) — 1 <0 donc f' (z) est du signe de —z.
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EXERCICE 4 : Intégrale a paramétre 3

Considérons la fonction

1 efzt
F:z— / dt
o 1+1
Donner son domaine de définition.

—xt

On pose Vt € [0,1],Vz € R, on pose h (x,t) = f—f—t'
Vo € Rt — h(z,t) est continue donc intégrable sur [0,1]. Donc F est définie sur R.

Montrer qu’elle est dérivable sur son domaine de définition et dresser un tableau de variation de F'.

h —te™ "
vt € [0,1],2 — h(z,t) est de classe C! sur R et % (x,t) = 13-75 :
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Pour tout z € R, t — est continue sur [0, 1].
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Soit a € Rf,Vx € [—a,a],Vt € [0,1],

Donc F' est dérivable et
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Vo € R, F’ (z) < 0 donc F est strictement décroissante.
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Vi €10,1],limg 4 00 fT < 1 donc lim, .1 F (z) = 0.
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Montrer que F' est solution de ’équation différentielle
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