Intégrales généralisées
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Intégration des fonctions rationnelles

Définition 0.1

Une fraction (ou fonction) rationnelle est une fonction f(x), quotient de deux fonctions
polynomes:

~ =@

@O

P(z)  apa? +apqa? ' 4.+ oz + o
Q(z) Bt + Byaxt ...+ iz + Bo

flz) =

ou

e les coefficients a; et 8; seront des constantes réelles.
o les degrés de P(x) = p et de Q(x) = ¢ sont des nombre entiers positifs ou nuls (o, > 0
et 5, > 0).

. 7

Exemple 0.1

Fractions rationnelles

fi(z) =4z —2+7

1
) = i

‘42
fa(@) = i?’il
fal@) = x+3

(z —1)4 (22 — 2z + 3)°

Décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle sur R.

La forme la plus générale, de la décomposition en éléments simples d’une fraction rationnelle f(x),
dans R, est donnée par :

7P(I o A Bkum—"okuu
f<x>_Q(l‘ o +ZZ ZZ _}_ﬁk}

x—al

i=1 A=1 k=1 p=1
ou
enetmeN
® T, ... TS, ..., Sy € N¥
® ay,...,a, € R deux a deux distincts
o (a1,531),...,(am, Bm) € R? deux & deux distincts : [z — (g + 75)] [z — (ar — jB)] =

[(CL’ — Oék)Q + ﬁ]ﬂ

avec :

E(x) = apa™ + a,_ 12" + ... + ayx + ap appelée partie entiere ou polynome quotient de
P(z) par Q(x) pour la division euclidienne (F(z) existe si degré de P(z) > degré de Q(z)).
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o >V, (I 2 )2 = ;‘al + (ﬁij)g +...+ (IA aT)TZ appelée somme d’éléments simples de lere espece,

relative au pole réel a;, d’ordre r;.
° Z By /,u'f+Ck w - Bk 1(E+Ck 1 Bk722+ck72 ; —I— Bk,Skm+Ck,Sk

Ul@—an)*+63]" [(‘T*ak)2+,3;%] [(e—ax)2+52] [(z—ax)?+82]
simples de 2eme espece, relative au couple de poles complexes conjugués «; + 7, d’ordre s.

appelée somme d’éléments

Exemple 0.2: Décomposition de fraction rationnelles

7 i 9 128 8
@) = s T Gooery C TR Ty
i x°
folz) = 3 - 2 (2 -
(x—1(x*-1) (z—-1)2(22+2x+1)
g 1 +4 1 1 T
’ 3(z—12 37z—1 322+a+1
?4+2r-3 (z+4+3)(z—1) 5
= = =1
fa(x) 22-3z+2 (z—2)(z—-1) +x—2
1 1 75 aF g5 4 1l
fg('r): 2 2___ ) 2 2
z(x2+z+1) T (22+x+1) 24+z+1

Calcul des primitives

Les primitives d'une fraction rationnelle f(z) s’obtiennent par la primitivation de chacun des
termes de sa décomposition.
- Primitivation de la partie entiere E(x) Les primitives d’un polynome de degré n sont des
polynomes de degré (n+ 1) :

a Qp—1 aq
— 2 gt e+ = 4 aur + C

/(anx”+an_1x"_1+...+a1$+ao)dx:n+1 n 5

Exemple 0.3: Primitive d’une partie entiere

La décomposition en éléments simple de

xt 9 128 8
@) = ey~ PR T T3t

admet pour partie entiere F(x) = 2% + 2z + 12, d’oul par intégration

3
/E(:c)dx:%+x2+12x+0

Primitivation des éléments simples de lére espéce [ ﬁdw

Le pole a est un réel fixé, A € R et n entier > 1

sin>1 f(Ad‘” —ﬁm—i-Cpourx;éa

r—a)"

/ Ade [ sin=1 f(Ad“ = Aln|x —a|l+ C pour x # a
G o~
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Primitive des éléments simples de 1 ére espéece

La décomposition en éléments simples de

5
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x
o) = T a1
t14 1 N 4 1 1 x
= — e —
l 3(r—12 3x—-1 3224+x+1
|I| admet pour éléments simples de lere espece %ﬁ et %(IEI)Q.

Par intégration nous obtenons:

4 4
—/ da =—lnlz -1+

3) -1 3
1 dx 1 1
é/m:—gx_ﬁ@
Primitivation des éléments simples de 2éme espéce [ %dm

ou «, 3, B et C sont des constantes réelles et m entier > 1. Utilisons le changement de variable:

r—«

i

< o= a+ [t donce dxr = [dt

I’élément différentiel devient :

Bx +C g _ Bla+pt)+C dt
(@~ )2+ 57" L+ et
B tdt Ba+C  dt
- 52m72 (1 +t2)m + Bmel (1 +t2)m

Ce changement de variable nous conduit au calcul des primitives:

tdt dt
L= ——=¢etJn=| ——=
/(1+t2> ‘ /<1+t2>

Exemple 0.4: Calcul de Im

Calcul de I, = [ 4

=k
° sim=1

tdt 1
1 /(1+t2) sn(1+8)+C

tdt
L,= [ ——=
/(1+t2)

Posons u = 1 + t? d’olt du = 2tdt, et

e sim>1

1 du 1 1
I,=-| — = C
o oym 2(1 —m) um-t l

1 1

2(1—m) (1 +2)™2 +C

I, =
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Exemple 0.5: Calcul de Jm

Calcul de J,, = [ (Hthz)m

e Sim=1

dt
J = /m = arctant + C

e Si m > 1 Chercher une formule de récurrence, ramenant le Calcul de Jm a celui de
Jm_1 supposé effectué jusqu’a J; connu. Partons de J,,_1 = f ( 1+t —2—— et intégrons

par parties en posant :

du = (1it§?)tdt v=t
, . _ 2 (P)-1 1
dou J,_1 = —t—c +2(m—1) [ (1+t2 puisque iz = “grEp = 2y

(1+t2)

(1+t2)m nous avons : J,,_1 = (1+t2)m — a1+ 2(m— 1) (Je1 — JIin)

d’otut la formule de récurrence, pour m entier > 1 :
2m — 3 1 t

=LAy
m 2m—2m1+2m—2(1—}—t2)m_1

Sachant que J; = arctant + C' calculons :

J—2X2_3 N 1 t

T 2ax2-2"" T 2x2—2(1 4 2)>"
1 1t

Jy = —arctant + ——— + C

2 2arcan +2(1+t2)+

On trouvera 5 | ’

J3=-So+-—5+C

3 42+4(1+t2)2+

J: 5 t t+3 ! +1 !
= — arctan -

°T8 81+12 ' 4(14¢2)

ete - --

Calcul des intégrales

On peut calculer I'intégrale d'une fraction rationnelle irréductible f(z) = P(z)/Q(x) sur tout
intervalle fermé [a, b] & condition que Yz, € [a,b] < @ (z) # 0. Les méthodes d’intégration sont
semblables a celles de la recherche des primitives.

Primitive des éléments simples de 2 eme espece
La décomposition en éléments simples de :

1 1 (x+1) r+1

folw) = —+ -
5(2) r(@2+r+1)? v (2+a+1)? 2?4+l
admet pour éléments simples de 2eme espece (au signe pres)

x+1 (x+1)
bt +———
¥ +r+1 (224 2+ 1)

Par intégration nous obtenons pour :
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+/ r+1 p 1/(2x+1)+1d 1/ 20 +1 p +1/ dx
24+r+1 2 24+r4+1 2] 22+ax+1 2 ) x2+x+1

2 1
or /de—ln(x2+x+1)+01
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224+x+1
t /—dx / de / / dw 2 arctan vt +C
2 - 2 /A 2
f T g (8] B (e AT
. v+ 1 1 1 2z + 1
d’ot —— dr = =In(2* 1 — arct —_— C
[] ou/x2+I+1x 211(.70 +x+)+\/§arcan( \/3 )—|—
1 1 2 1 1 1 2 1 1 d
/Lde:_/Lmdx:_/deH_—fQ
(2 +x+1) 2) (x24+x2+1) 2) (2+x+1) 22 +2+1)
2v +1 1
o [ ———————dot=-+———-+C
[ e o

et/<x2+d++1>2/[ . 2dx @)2}2156/[<2x+16;;+1r—3j§/(1$2)2

_ 241 _ 2de
AveCU—\/getdu 5

P au () e g _u?
En écrivant f + :2)2 = f (1+u2)? du = 1+1;2 - f (1fu2)2

or [ 3 = arctan(u) + Cy

et [ mdu = [ i qui s’integre par parties En posant

(1+u2)”
d
w=u dv= &2
(1+u?)
1
dw=du v=———-—
2(1+u?)
. woudu u du
Alors @ [ (+u2)? = 20+ad) + [ 2(1+u?)
U 1
11122 -/ (ffjg)g = %arctan(u) + m +C
Soit f 2+I+1 3\8/3 [2 arctan 2”\”/21 + \8[1221;;1&] +C
/ dx 4 " 2¢0+1 1 2z+1
= arctan -
(22 +2+1)7 3V3 V3 3z2+x+1
donc :
/ z+1 d 1 n 2 ‘ 2x+1+1 20+ 1
P v = — arctan -
(22 + 2+ 1) 2(224+2x+1) 33 V3 622+x+1
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Exemple 0.6: Intégration d’une fonction rationnelle

1 z—1
Calcul de [ = 1 mdfﬁ

1 [t 2(z-1)
I=—=f ——
2[4ﬁ+2x+5m

1 [t (2r4+2) -4
__/ Got2) 4,
T+ 2x+5

) 1 !
:_/ ﬁdx_g/ _dr
2/ ,224+2x+5 122+ 2x+5

or [ mg(f;lf)dx =1In|z? +2z + 5|+ Cy

/ dz _/ dz _1/ dz
22 4+2x+5 (x+1)2+4 4 (%)24_1

+1

1
= — arctan + 5

2

1 17!
dou I = {§ln|x2+2x+5‘—arctanx;— ]
1

= B In8 — arctan 1] = B In4 — arctan O}

[=imo-T
2 4

~
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Intégration des fonctions trigonométriques

Primitivation des fonctions polynémes en sinx, cosx.
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Forme 0.1

Forme : [ = [ P(sinz,cosz)dz = [ sin® x cos? zdx(p, ¢ € N)

e si p est impair, on peut poser u = cosx

e si g est impair, on peut poser u = sinx

e si p et ¢ sont impairs, on peut poser u = sinx ou © = COST OU U = COS 2T
e si p et ¢ sont pairs, on pourra linéariser, puis primitiver.

=0

r
\.

Exemple 0.7

I, = /sin3 x cos® zdx

I, = /sim2 x cos® z sin xdx = / (1 — cos? :v) cos? x sin zdx

Posons ©w = cosx < du = — sin xdx

3 .5
d’ou I; = —/ (1 - uz) uldu = —/ (u2 - u4) du = —E—i-%—i-(ﬂl = —3 cos® z+— cos® z+C

S

—

o] —
\

Exemple 0.8
I, = /sin2 x cos® zdx
I, = /sim2 x cos® x cos xdr = /sin2 z (1 — sin? :v) cos xdx

Posons ©v = sinz < du = cos zdx
3 5

dott I = [u? (1 —u?)du= [(® —ut)du=%L — %L +C

1
Izzgsin3x—gsin5x+0

Exemple 0.9

I; = /Sin3xcos zdx

1— 2z 1
I3 Z/Sin2xsinxcosxdx:/<ﬂ) — gin 2xdx

2 2
Posons © = cos 2z & du = —2sin 2xdx d’ou
I 1/(1 )d ! v +CI ! 295 — 2 cos?z | + C
= —= —uwdu=—u— — = —— | cos®2x — = cos“x
8T8 8 2 T8 2
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Exemple 0.10

1
I, = /sin2 x cos® xdr = /Sin2 x cos xdr = 1 /sin2 2xdx

1 1 — cos4dzx 1
= — _— = — —_ 4
4/ 5 dx 3 [/ dx /cos a:dx]
1 1

dou: Iy = gaz— 3—231n4x+0

Forme : I = [ sinpz cosqudr; J = [ sinpzsinqudr; K = [ cos px cos qrdz(p, ¢ € R)

Transformer les produits en sommes par I'utilisation des formules trigonométriques :

e
[
)
w0
2
®
S
<

~

& ©

e sinpcosq = 3[sin(p + ) + sin(p — ¢)]
e sinpsing = %[cos(p —q) — cos(p + q)]
® COSpPCOs(q = %[cos(p +q) + cos(p — q)]

Iy = / sin 2z cos 3xdx

1
sin 2z cos 3x = §[sin(2x + 3z) + sin(2zx — 3z)] = =(sin bz — sinx)

—_ N =

1 1
d'ou Iy = 5/(sin5x —sinz)dr = 7T cos 5x + 5 ST +C

I = /sin 3x sin 2xdx
. : 1 1
sin 3x sin 2z = 5[008(3.1} — 2x) — cos(3z + 2x)] = §(COS x — cos br)
1 1 1
d’on I = 3 /(cosx — cos br)dx = isinx - EsinSx +C

I; = / cos 3x cos dxdx

1
cos 3x cos dx = §[Cos(3m + 4z) 4 cos(3z — 4x)]

1
= —(cos Tz + cos x)

d'on Iy = § [(cos Tz + cosz)dzx = sinz + 1 sin 7z + C

Primitivation des fractions rationnelles en sinx, cosx

Forme : [ = [ F(sinz,cosz)dx

Par changement de variable, on se ramene a la recherche de primitives d’une fraction rationnelle

d’une variable t.

e <<€ — Hamza ICHOU Centre de soutien BelnSciences


https://www.instagram.com/be.in.sciences/?hl=fr
https://www.facebook.com/beinsciences
https://www.youtube.com/@Beinsciences-bac
https://wa.me/33625524751
https://beinbac.com

e
-
O
7
2
©
=
<

=0

Méthode générale

2dt S
5z sachant que sinz =

2t . cosr = S tanx = —2_ Nous obtenons I = [ F(sinz, cosx)dr = fF( 2 1_t2> 2 _dt

Poser t = tan§ (pour t € Ret —7m <2 <) & x = 2arctantdr =

1+t27 1427 1—¢2 14227 1442 | 1+¢2
qui est une fraction rationnelle en ¢ (dont la primitivation demande souvent de longs calculs).

sin

Posons t = tan(x/2) d’ou
2dt

= 2arctant < dx =
1+ t2

2t
1+¢2

et cost = 1=t ot

avec sint = e

2t 2
]8 = 1 2 1 1—2 1 + tz dt
( _'_t ) ( + 1+t2)

2t
:/1+t2dtzln(1+t2)+0

Is=1n <1 + tan? g) + C (avec Cy = C' +1n2)

Autres expressions :

1
1—|—tan2£: :>1'8:—lncoszz+0
2 cos?j 2
|1 + cos |

oulsg=—1In +Coulg=—In|l+cosz|+C

2

Regle 0.1: Regle de Bioch

Posons w(z) = F(sinx,cosz) dx I’élément différentiel.

e Si w(—z) = w(z) alors [ F(sinz,cosz)dx se calcule par le changement de variable

L =cosw

o Siw(m— ) =w(z) alors [ F(sinz,cosz)dx se calcule par le changement de variable
i =sing

o Siw(m+z) =w(x) alors [ F(sinz,cosx)dx se calcule par le changement de variable
t=tanx

Cette méthode est a privilégier car elle simplifie ”bien souvent” les calculs.

I —/ﬂdx (2 # Qk+1)m)k €

1+ cosx
Posons w(x) = (222_dg I'élément différentiel.
Comme w(—z) = S“fi;:gf:f ) — lsfcf’;‘sl”; = w(x) Posons t = cosx d’out dt = — sin xzdx alors :
dt
L= [ ——=—-In|1+{[+C
® / 14t 1+

Is=—In|l+cosz|+C

@—/—Smm’s‘”dx (x¢3§+kw>kez

sinz + 1
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Posons w(z) = %dm I’élément différentiel.

Comme
sin(m — x) cos(m — x)d(m — x)

sin(m —z) + 1
) B d(—
_ sin z( .cosx) (—x) ~ ()
sinxg + 1
Posons ¢t = sinz d’ou dt = cos xdz alors:

t t+1-1
S
dt —
/ /t—i—l

=t—Injt+1|+C
d’ou Iy =sinz — In(1 +sinz) + C

7 _/ dz
0= 1+ sin’x

Posons w(z) = %2, 1’élément différentiel.

w(r—z) =

1+4sin® x
Comme d )
T+ x
wim +z) = 1+ sin®(7 + )
dx
~ 14 (—sinx)z w(@)

Posons t = tanz d’ou dt = (1 + tan®z) dx = (1 + t?) dz alors:

, _/‘ dt _/ dt
0 A+2) 1455 ) 1422

14+¢2

1
= — arctantV2 + C

V2

1
Iy = E arctan(ﬁtan :v) +C

Forme 0.4: Formes particulieres

Formes I,, = et J, = dr_p ¢ N*

cos” sin™ x

e ler cas : n est pair poser t = tanx
e 2¢me cas : n est impair poser t = tan(x/2)

I:/ %
COs“

— n =2 est pair : Posons ¢ = tanz < dt = (1 + tan®z)dz = dz/cos’z don [ = [dt =

t+C =tanz +C

J:/jﬁ
Sin xr

— n =1 est impair : Posons ¢t = tan(z/2) < x = 2arctant et dz = 2dt/ (1 + t*) Sachant

que sinz = 2t/ (1 + t?), nous obtenons:

/ 2dt dt
J=| —%—== [+
(1+12) T t

=Injt|+C=1In tan%‘—i—C’

e
[
)
w0
2
®
=
<
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Forme K,, = [ tan" zdz,n € Z*

e ler cas : n est pair poser t = tanx ( si n est positif, ajouter et retrancher 1 pour faire
apparaitre la différentielle de tan x )

e 2¢me cas : n est impair poser t = sinx ou t = cosx ou t = tanz (on préférera t = cosx si
n>0,ett=sinzrsin<0)

K= /tan2 xdx

— n = 2 est pair et positif:
Ajoutons et retranchons 1 :

K:/(tan2x+1—1)dx

:/(tan2x+1)dx—/dx

K=tanz —ax+C

1
L :/ dx
tanx
— n = —1 est impair et négatif. Posons ¢t = sinx < dt = cos xdx
1
L:/ dx:/c?sxdx
tanx sin x
dt

L=1In|tanz|+C

Intégration des fonctions polynomes et des fractions rationnelles en
sin ., cos .

Les méthodes d’intégration sont celles employées dans la recherche des primitives avec changement
de bornes lors d’un changement de variable.

Exemple 0.11

L dx
Iy :/ Y
o (1+22)

Posons x = tant d’olt t = arctanz et dt = dz/ (1 + x?) avec les changements de bornes :

t; = arctan0 =0
to = arctan1l = /4

™4 (1 + tan?t) dt A dt
In = PERCIECE At
o (1+tan?t) o (1+tan®t)

71'/4 7T/4 1 2t
/ cos? tdt = / ﬂdt
0 0 2

[t sin2tr/4 T+ 2

d’ou

2 4

_7r+1
c 8 4 8

J
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Intégration des fonctions hyperboliques

Primitivation des fonctions polynomes en sinh z, cosh .

e
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)
w0
2
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Forme : I = [ P(sinhx, cosha)dx = [ sinh? z sinh? zdz(p, ¢ € N)

e On utilise les mémes regles de calcul que pour P(sin z, cos x), sachant que : cosh? z—sinh? r =
1
e On peut utiliser le changement de variable u = e*

Exemple 0.12

I, = /Cosh3 zdx

Iy = /cosh2 x cosh xdx

= / (1 + sinh? :1:) cosh xdx

Posons :
u = sinh z & du = cosh zdx

U3

1
Ii5 = sinhz + 3 sinh®z + C
Exemple 0.13

I3 = [ cosh® zdx

Posons ©v = e* & du = e*dx = udx

a2 —z\ 3
/<—e +2€ >da:

(€% + €7 + 3¢ + 3¢7") dx
3z _ €—3$

3

d’ou

~

=

w
Il

~|H— oo+~ | Hr

m\

#3et = 3|+ C

Q)
w
8

|
o

—3z et — e T
3 C
2 0T } *

Wl =

1

~

R

w
I

1
(§ sinh 3z + 3 sinh :1:) +C
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Primitivation des fractions rationnelles en sinh x, cosh z
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Forme : [ = [ F(sinhz,coshz)dx.

Comme pour les fractions trigonométriques, par un changement de variable, on se ramene a une
fraction rationnelle en ¢.

=0

Méthode générale

1422,
1—¢27

2dt
1—¢2

sachant que sinh x = %; coshzx =

Poser ¢t = tanh § < x = 2argtanh tdx = tanhx =
2

142

Nous obtenons [ = [ F (1312, fji) —25dt qui est une fraction rationnelle en ¢.

Posons t = tanh(z/2) < = = 2argtanht et
dz = 2dt/ (1 —t?)

Sachant que coshz = (1 +#%) /(1 — #?), nous obtenons :

2dt dt
[14:/m=2/1+t2:2arctant+0

1—¢2

1,4 = 2arctan (tanh g) +C

Méthode particuliere

e siw(—z) = w(z) alors [ F(sinhz,coshz)dx se calcule par le changement de variable ¢ =

coshz
e siw(m — x) = w(z) alors [ F(sinhz,coshx)dx se calcule par le changement de variable
t =sinhx

e siw(m + x) = w(z) alors [ F(sinhx, coshx)dz se calcule par le changement de variable
t =tanhx

Regle 0.2: Regles de Bioch

cos® x
sinz

Posons w(x) = dx pour appliquer les regles de Bioche.

Sachant que :

Effectuons dans I5 le changement de variable u = cosh x d’ou du = sinh xdx alors :
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cosh’z 1 9 L@
= +§ln|cosh x—1|+C

cosh? & )

Iis = 5 +In|sinhz| 4+ C [ ]

Intégration des fonctions rationnelles hyperboliques Comme pour les méthodes d’intégration des
fonctions trigonométriques un changement de variable nécessitera une modification des bornes

d’intégration.

Exemple 0.14

ilnB dx
L = 2 s 1.2
0 cosh” z + sinh” z
Sachant que cosh?z + sinh®?z = cosh2z = w Posons t = e?* & 2x = Int soit
x = (Int)/2 et de = dt/(2t) Les bornes d’intégration deviennent :

& ©

$1:0 t1:60:1
x2:%1n3 tgze%hl?’:\/g

; /‘/g dt /‘/5 dt
R ORI

= [arctan t]I/g — arctan v/3 — arctan 1
T T T

d’ou

3 4 12

Intégration des fonctions comprenant des radicaux

_ dz
Forme I} = f To ot

esia=0: posert=br+c
e sia # 0 : Mettre le trindme sous forme canonique :

ax2+bx+c:a[(3§+%)2—ﬁ] avec A = b — 4ac

2ax + b 1 dt 1
lercas: a>0,D <0, poser t = ——1; = — —:—1n(t+\/t2+1>+02émecas:
P VA ' Val vEr1 Va

7 _/ dx
e \V3xr + 2

Posonst =3z +2 < dt = 3dr et I} = %:§\/¥+C:§\/3m+2+0

/ dx
Lig =
Vax? — 3z +5
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Forme canonique du trinome :

2
3 5 3\? (V71
472 — =4 (22-= )l =4 - = A
T 3x+5 (x 4x+4> <x 8) —l—( 3 )

en posant t = %’ = 8\:;%3 nous trouvons:
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1 8r —3 8 — 3
[18:—1D
2 \/71 \/71

1
118:§1n<8x—3+4\/4x2—3x+5)+C

2
)+1 + K

B=0©

7 _/ dx
o Va2 —4x

@O

Forme canonique du trinome :

2’ —dr =2 —dv+4—4=(r—2)*-2°

en posant t = —Q%b = —29“4_4

20 — 4 20 — 4\ 2
I =1In $4 +\/< ‘7”4 >+1 T K

13:1n<‘x—2+\/MD+C

nous trouvons:

I _/ dx
7 ) VBt 2 — 4x2

Forme canonique du trinome :

5
—42% + 2 5=—4(2>— r_2
o+ 2x + (x 5 1

ey

en posant t = —Z“%/gb = 4\%111 nous trouvons:

1 4o — 1
I, = — arcsin v

2 V21

— [ __aztB F o — () - ; ) : A
Forme I, = [ mda: si a = 0 : nous retrouvons (I si a # 0 : Faire apparaitre au

numérateur la différentielle (2ax + b)dx du trinéme :

+C

«

ba
2 —— =2
2a( ar+0b)+ 3 o A(2ax 4+ b) + (X et p cstes )

ar + =

alorslgz)\f%+uf\/#w:2)\\/f+u11+0

z+1

dx
Va2 —4x 4+ 13
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Apres transformation du numérateur en :

r+1=02x—-4)/2+3

nous avons:

1 (2x — 4) /
V7 —dz + 13 V2 —dz + 13
d’ouI5:\/:L' —4x+13+31n(3:—2+\/x2—4:(;—1—13)+C

—2
= Va? — 4x + 13 4+ 3argsinh a

I =

dx

QAL ]3 = f (az+B)Vax2+brtc

— sia=0: nous retrouvons L/p

a#0: Posert = MJFB d’ou xz = a—f, aiiﬁ = —l@ ce changement conduit a la forme
de
dt
I =
VA2 + Bt +C
! dx
Iy =
o dzx+1)Va?+4r+1

Posons t = FIJFB = ﬁ ST = % et % = Z;ﬁ Apres ce changement de variable, nous
obtenons :

/ dt
1 V214t +1
qui en posant u = fﬁ devient

7 1/ u
T VRS V-1
1/5
——[ln|t+7+\/t2+14t—|—1H
1

Forme 0.10

Forme I = [ Vaa? + bx + cdx

Forme Iy = [ Vax? + bz + cdx
e sia=0: Posert=0bxr+cet I4:%f\/1_fdt:%t3/2+0
e sia # 0 : Mettre le trinome sous la forme canonique : az® + bx +c=a [(:E + %)2 — ﬁ}

avec A = b? — 4ac

e lercas: a>0,D <0, poser (:v + %) = V;aA sinht pour se ramener a la forme fcosh2 tdt
qui s’integre apres linéarisation (cosh2t = C"Sh%) Apres calcul nous trouvons :

I4—/\/ax2+bx+cdq;
1 b
——(:c—l——) var? +br +c —
2a

b
5 ln(ax+§+\/5\/aa:2+bx+c>+0

A
8av/a

@ <<€ — Hamza ICHOU Centre de soutien BelnSciences

e
[
)
w0
2
®
=
<

B+

& ©


https://www.instagram.com/be.in.sciences/?hl=fr
https://www.facebook.com/beinsciences
https://www.youtube.com/@Beinsciences-bac
https://wa.me/33625524751
https://beinbac.com

e 2¢me cas : a > 0,D > 0, le trindme admet deux racines réelles, 2’ et 2" avec 2/ < x”.
pour x < z’,poser (a:—i— ) = \F = ‘Fcosht on se
ramene a la forme [ sinh? tdt qui s mtegre apres linéarisation (smh2t = COShﬁ) D’ou le
résultat

cosht pour x > x”, poser (x + a)
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I, = /\/@:{;2 + bx + cdx

1 b A b
:§(x+%>\/aa:2+bx+c—8a\/aln ax+§~|—\/5\/ax2+bx+c +C
e 3eme cas a < 0, D > 0, poser (;I: + %) = —‘g—? sint pour se ramener a la forme fC082 tdt
] qui s’integre apres linéarisation (COSQt = W) Finalement :

[4:/\/a$2+bx+cdx
1
:—(:v—i—i) var? +br +c—
2a

@O

2

L arcsin (_2a$ + b) +C
8a/—a VA

[23 = / V bx + 3dx

Posons t = 5z + 3 d’olt dt = 5dx et I; = 1 [/t Vidt = (b + 332+ C

124:/V$2+2$+5d1‘

a=1>0,D=4-20=-16<0

posons: (z+1) = @ sinh ¢ = 2sinh ¢ Forme canonique : 2242x+5 = 22420+ 1+4 = (v +1)?+2?
d’ou

1
18:§($—|—1)\/x2—|—2m—|—5—|—21n(m+1—|—\/1’2+2x+5>—|—C’

[25 = / V 22 — 9dx

a=1>0,D=236>0
posons : x = +3cosht

d’ou Iy = %\/mQ—Q—%ln‘m+\/:v2—9| +C
Iy = /\/5—1—2x—4x2dx

a=-4<0,D=84>0

) — VBl Gint =

“[3
—=

sint Forme canonique :

2
z 5 V21 1\?

. 1
posons: (x 1

d’ou

4r —1 21 4
Iy = $8 \/5+2x—4x2+ﬁarcsin a +C

V21
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Forme Iy = [ F (x,,/%) dx
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ou F est une fraction rationnelle

La forme [ F(x,+ax + b)dt appartient & cette catégorie.

b — dt? d—b
/F1 1) 2% T
ct? —q ct? —q

3 2

~

posons : t =41+ z & dt = 2\/¢d:v: 5 d’ou

& ©

Forme Is = [ F (z,Vaz?+ bz + ¢) dz

ou F est une fraction rationnelle

e si a =0 : on obtient la forme I5
e si a # 0 : mettre le trindome sous la forme canonique

+b 2 A
x2a 4a2

on obtient [ F} (t, a(t? — k:)> dt ou Fj est une fraction rationnelle en ¢ :

ar’+br+c=a

— lercas: a >0,k >0, poser t = v/tcoshu
— 2eme cas : a >0,k <0, poser t =+/—ksinhu
— 3eme cas : a < 0,k > 0, poser t = Vksinu

zﬁzfp(x,m)dx

V2 _
128 = f_i #%OT—X2 —2r = — [(l‘ + 1)2 — 1] posons : t=z+1< dt = dxr d’ou
Iy = 0\/5/ Yz ; +3jtl—t2 un nouveau changement de variable : t = sinu < u = arcsint

conduit a 'intégrale :

m/4 CoS U T du
Iy = ——————du = -
o Sinu-+ 3cosu o tanu+3

or si v = tanw alors dv = (1 + tan®u) du = (1 4+ v?) du et

/ /1 dv _1/1 —v+3 . 1\,
2 G+ (v+3) 10J, \1+¢2  3+v

(
1 1
—h

(1+v*) + 3arctanv + In(3 + v)]
0
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