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“ controle continu analyse “ durée : 1h%

exercice 1. : i N R/ e ;
Trouver : lim (é \"{(2;%)]):: un (0 ZCH a C'

n—oa

exercice 2. Démuuh'or a l'aide d'une intégration convenable, la relation :

an;as - B-nlECa 4l

m

i

exercice 3. Pour n€ N : Iy =f tg" () da
0

1) Calculer [y et Iy.

2) Donner une relation de récurrence permettant de caleuler 1, p) ) ?4 ;

exercice 4. Soit [ une fonction continue sur [1, +oc| et dérivable sur |1, +oc , telle que

J ()= et

Montrer que 11111 f(r) existe et est strictement inférienre a4 1 + T
=y

exercice 5. Diéterminer. si elle existe.
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controle continu analyse | durée : 14
exercice 1. Soit a un réel strictement positif. Caleuler
" |ﬂ'(_'| T
—dz

Jijg 14+ 2*
a l'aide du changement de variables & = rl’
exercice 2. Déterminer les limites des suites suivantes: \n

n ) ]
1 5  kx o)1\ &
Uy = — E k= cos ot i = (2n) . "l
L L n!n" e
k=1 n

exercice 3. Caleuler :
P : dr
\rete x dx et :
/ 3 7 J x-logzx -log(log x)

exercice 4. Etudier la nature de I'intégrale suivante :

= /1 -.-‘in(l_,"!""]
5 log(1+1)

dt.

exercice 5. Soit f la fonction affine par morceaux et continue sur [1, +o0] telle que :

R 1
(i) vneN" fln+5)=n

o " 1 1 : 1 1 :
et (ii): f(n)=f (':'!-._J'__'E_ - W) =7 (:_a.\+ E + n—z”) = f(n+1)=0,

de maniére a ce que la courbe représentative de f soit constituée de 4 segments de droite
sur chaque [n,n + 1], pour tout n entier > 1.

00
Montrer que [ f(x)dr est convergente et que f n’est pas nulle a l'infini.
J1
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MATHEMATIQUES 1

I - Intégrales de Wallis et formule de Stirling
L.1. Intégrales de Wallis.

4 3 i 7T s § T B ) T
I.1.a) Soit n € M. L'application x +3 3% est un C'-difféomorphisme de [0, E] sur lii-méme. Fn posant t = 3 % on
obtient

w2 0 T /2
Wi _-[ cos™(x) dx _J cos™ ( t) (—dt) _[ sin™(t) dt.
0 m2 N2 0

s
L.1.b) Soit n € M. Pour x [0, - ], cos™(x) — cos™ 1 (x) = cos™(x)(1 — cos(x)) = 0 avec égalité si et seulement si x = 0

2

b m
o x = 3 Ainsi, la fonction x — cos™(x) — cos™" ! (x) est continue, positive et non nulle sur [0‘ E] On en déduit que

/2 .
Wy — Wy = [ (cos™(x) — cos™t 1 (x)) dx > 0,
Jo

Ainsi, Yn € M, Wi < Wy et done

| la suite (Wi Jnen est strictement décroissante. .

e
I.1.¢) Soit n € M. Les deux fonctions x + sin(x) et x — cos™ ' (x) sont de classe C' sur [0, E] On peut done effectuer

une intégration par parties et on obtient

il /2
Wiz —J cos(x) % cos" T [x) dx = [sin[x] (:0:-;"“{:(]]:'Jrz —J sin(x) % (n+ 1)(—sin(x)) cos™(x) dx :
° /2 # '.
0+(n+1}J sin?(x) cos™(x) dx (carn + 12 1)
0

rrrf2

w2 mf2
—{n+l)J [l—m-sz[x}]ctss“{x]dx—{n+l](J f:os“[x]dx—J
0 0

= {“- t ”{Wn wn+2}-

cos"(x) dx)

o

1
et done (n 4+ 2)Wopz = (N + )W, puis Wayz = (:Tz) Wi,

n+1
Wne N, W|;+z - (I‘I.—"l-z) Wi

/2 /2 2
L1.d) Wy —J 1dx = g et Wy —J cos(x) dx = [— :-;ill[x}]f;'"2 =L
4] ]

® Soit p € N*.

: _2p—1 2p-3 1 C2p)x(2p—1)x(2p—2)x(2p—3) x...x3x2x1 ME
Wop = o= X 5,3 XX 3o = Zp) = (2p—2) x... x4 x 2)2 B
_ @) n_ o)t
(2epl)22  220(pl)2 2°
ce qui reste vrai pour p =0,
® Soit p € M*.
http ://www. maths-france.fr 1 (@ Jean-Louis Rouget, 2010, Tous droits réservis.
2p p-2 2 (2p) x(2p—2) x ... x4 x2)2
w. £ -0 = e I - —
B T “p—1 3 T ) x@p x@p—1)x...x3xZx1
20 (pl)?
T (2p )

ce qui reste vrai pour p =0,

_ @2pp = = 2 (pl)e
Vp €N, sz = WE el W2p+1 = W

L1.e) Daprés la question L.1.c), pour tout n € N, (n + 2)Wy 1 = (n + 1)W,, puis, en multipliant les deux membres par

Wi, (M4 2)WoesaWih = (n4 Wi Wi Ainsi, la suite ([n4 1)W1 Wi nen est constante. On en déduit que pour

PR JI SR R TV s AAF VAS b de VAS ar "




L1.e) Daprés la question L.1.c), pour tout n € N, (n +2)Wy 1 = (n + 1)W,, puis, en multipliant les deux membres par
Wiat, (m+2)Woesa Wi = [(n4 Wy 1 Wi Ainsi, la suite ([n4 1)Wo 1 Wa lnen est constante. On en déduit que pour
i

tout entier naturel n, (n 4 1)Wy . Wy = WiW, = gl et done Wy Wy, = o—1.
2 2(n+1)

i i
Vne M, W Wh —|m I

L.1.f) Soit n € N. Tout d’abord W,, > 0 (intégrale d'une fonction continue, positive et non nulle).
Emnsuite, d'aprés la question L1.b), Wi 2 < Wi < Wy En divisant les trois membres de cet encadrement par le réel

strictement positif Wy, on obtient (4 I'aide de la question [.1.c))
w, o
I — > 5. @W_ﬂ__’rﬁ e e

ntl Wnp i Wi

2T Wa W | Wa = Wh
Comme lim 1 —— =1, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lim Wain =1 et done que —tey
n—+oo n+2 no+oe W, =T 1)
Wi e Wi l e
i 2

= ‘D‘VHW“+] ~ W,

mn

L1.g) D’aprés les questions question 1.1.e), , el puisque W,, > 0,

e o SE
" 2n netee 2(n+1)

_ AV . £
Wo =/ Wy n’

n— oo

T 2 o .
Wn ~ et en particulier lim W, =0.
nttoo Y 2n " oo

I.2. Formule de Stirling.
L.2.a) Soit n = 2.

T Jmn (R ATy e o P fy
Vo =In{uy, —up_1)=In 11."\/nx o T)ien =In " = n 2 n =
Par suite,
e il TN T B TNY X T
b e "3 n 2 e C\md)) T amz T%\az)

1 1
Vn ll—!=-Hx.| B 12]1.2 to (nz)'

1
L.2.b) En particulier,v, = 0O (—2) et on en déduit que la série de terme général v, n 2 2, converge absolument et
n—+no n
donc converge.
n n
Maintenant, pour n = 2, ka = Z(ln[uk} In(uk—y) = Infuy,) = In(uy) = Infu,) = 1 (somme télescopique). Done,
k=2 k=2

Wz 2, Infuy) =1+ vy et la suite (Infuy)) converge. Posons £ = lim  In(u,) puis K = el > 0.
n—+oo

http @/ /www.maths-france.fr 2 © Jean-Louis Rouget, 2010. Tous droits réservés.
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exercice 1. Calculer la limite de la somme :
N NCE A AR T
lorsque 'entier n tend vers 1 infini (o > 0; 3 > 0).
A 1 oipe 8 i
— i b = 4 J ll
bl o 5 L S— ~ = e |l = ' | ALt
N — < 0 Ea B . m — T < 7 . j—
' nto N1 e= o (o + £ p) N | | X B
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Question 2. Calculer
' dz
o (1+ .rz)z
indication : poser = =tgt.
Question 3. Calculer
dt
24141
Question 4. Calculer
/ dr
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Question 6. Donner la primitive de la fonction suivante : f(z) = oy T
7 T
indication : Remarquez que —1 est racine de Ko = X-2
i L
P by ot
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exercice 4. Caleculer : f ch'z shz dz “‘x\}' 3(,9’---- < VR
N 1
et VA

CHaled) < i*_gf ofF A= €i-€§"
Lol L [ | 2 ol [/ e]
— g
cRC60 Tl = Ahla) Al , S
= NG (g5l ) AT G0).
= b)) R ) + i) ST,

SC&R(X\S’Q’%{I): %_95-(’31—1_4.%_9_‘5‘%@4_& WCLC(‘R

=/a
exercice 5. Pour n € N : ? (& ‘——] tgr 2 dx

0 K J o e
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exercice 2. Calculer O 0 N44- "
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exercice 3. Donner la relation de récurrence permettant de calculer J,, = / 2(n+ 4\ Np 2

o cos"(z)

74

TR 5
Con'(x) | leantesh |
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Question 5. Vn € N, I,= f(log )" dx
1

Donner I = .........
Donner la relation de récurrence permettant de caleuler [, @ i,
Question 1.
=2
lim cos" t dt
n—++oc 0
w
= 3 oo O +oc 01

Question 2. Soit f: [a.b] — R une fonction positive et continue sur [a, b]:

1/n
e ([ o

a1 O n'existe pas. 0o O sup f(x)
r€fab]




