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C.’.-éé(ﬁﬁ %cﬁ—&(—i}*ﬁ{f—a =1+é+ li TR

n

exercice 3. Pour ne N : = /a tg” () dx
o
1) Caleuler [y et Iy

2) Donner ime relation de récurrence permettant de caleuler [, [\) /Z ‘
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f(ly=1 et
/ 1
flr) = 37—
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exercice 1. Soit a un réel strictement positif. Caleuler

iz |[]”'.I'
— dz
Jipa 1+ 2%

a l'aide du changement de variables x %

exercice 2. Déterminer les limites des suites suivantes: “\

1 &, kr (2
Uy =g ; F."t-:u.-iT et vy = (—

exercice 3. Calculer :
dz
r\l't'i;_" rdr et .
. J x-logz -log(log )
exercice 4. Etudier la nature de 'intégrale suivante :

5 o o
/1 - sin(1/1°)

f % dt.

0 log(1+1)

exercice 5. Soit f la fonction affine par morceaux et continue sur |1, +0o] telle que :

1
(i) ¥YneN" fin+< n

2

o, 1 1 1 1
et (ii): f(n)=f (Ilfr.i 3 ”_2”) —j(u f 7 r.f.-2") = fln+1)=0,

de maniére 4 ce que la courbe représentative de f soit constituée de 4 segments de droite
sur chaque [n,n + 1], pour tout n entier > 1.

4o
Montrer que / flx)dr est convergente et que f n'est pas nulle & I'infini.
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MATHEMATIQUES 1

I - Intégrales de Wallis et formule de Stirling

L1. Intégrales de Wallis.

. 1, = s T P N £l r A \ T
L.1.a) Soit n & M. L'application x — = — x est un C'diffécomorphisme de [0, E] anr lui-méme, En posant t = FiE %, o1

2
abiient
w2 - ~ /2
Wa -_j cos”{x) dx = | eos” (5 —t) (~dt) =J sin"(t) dt.
o | Y 2 o
I.1.b) Soit n € M. Pour x [0, %], cos™[x) — cos™ " T (x) ~ cos™(x)(1 —cos(x)) = 0 avec égalité si et seulement i x — 0

T 7T
o X = 3 Ainsi, la fonction % -+ cos™(x) — cos™+ ! (x] est continue, positive ot non nulle sur [0, :2] On en déduit gue

2
Wan—Wop = .[ [eos™[x] — cos™ 1 (x)) dx = 0,
(<]

Ainsi, ¥n e M, Wy < Wy et done

law suite (W, csl strictement, déeroissante.
(Wi lnen

L1.c) Soit 1 € N, Les deux fonctions x — sin{x] et x +— cos™ [x) sont de classe C7 sur [O, ;] On pent done effectuer

une intégration par parties ot on obticnt

i2 ) 2
Wiz =r cos(x) % cos™ (%) dx = [sinl_'x](:oa““[x‘_l];ﬂ J' sinfx) % (14 1)(— sin(x)) cos™ (x| dx
o o

/2
O+ (n+ l]j sin(x) cos™(x) dx (carn + 1= 1)
o

/2

/2 ; 2 . .

= (n 1‘_|.[ (1 eos?(x)) cos™(x) dx = [n+ 1) (j cos™(x) dx [ cos™ 2 (x) dx)
o (1] Jo

(1) Wy~ Woga),

]
el done (n+ 2)Wooz = (n+ 1W,, puis W 2 = (n_l_) Wi
mn

1
Wne M, Wniz = (n+ )W“.

n+2
w2 T w2 1
Li.d) Wy I 1 dx 3 el W, J cos(x) dx :—sin[x}]’n‘:z 1.
i) o
» Soit p e Y,
p—1_ 2p-3 1 Zp)x(Zp—-1)x(2p-2=x(2p—)x...x3Ix2x1 8
Nap = Lk Wy= =
W= Mg R D 2P =x(Zp—2) %... x4 x 22 B
= Aot n _ BEp) @
Clzepnrz o PRppR2
ce qui reste vrai pour p =0,
® Soit p = MY,
hitp t/ fwww . maths-lrance. (v 1 (@ Jean-Lonis Houget, 2010, Tous droits réservis.

2p p-12 2 ((Zp)x(2p—2) x...x4x2)?
Wopp =—— x—— x...x;Wj = = :
T T 1 R T p N x2p) X (2p— 1R x3RIx T
229 (pl)?
(Zp+1)0°
ce qui reste veal pour p = 0,
2 [2p)l = 227 (pl)?
Wp e M, Wap Wim Wapa el

I.1.e) D'aprés la question L1e), pour tout noe M, (n 4+ 2)W, o = (n+ 1/W,, puis, en multipliant les deux membres par
Wi, (M+2IWe oW = I+ T1Wa 0 Wy Aldnsi, la suite [+ TIW 0 W, Jner est constante, On en déduit que pour

tont entier naturel n, (o4 1T)Wo 0 W = Wi W, = ; el done Wiy W, = Z[nn+ 1 e ————

T . ——
Vi e N, Wy Wiy = : —
S An+1)

1.1.f) Seit n & M, Tout d’abord Wy, = 0 (intégrale d'une fonction continue, positive et non nulle).
Ensuite, d'aprés la question LLb), Wi o < W < Wy, En divisant les trois membres de cet encadrement par le réel
strictement positif Wi, on obtient (4 Paide de la question I1.c))

{ e T '_'T_IFI'_WnH{]WuH{Wn_] = A {4? lf.rUﬂ-\-i = 1.
et nt2] nt2 W, \Wal| W, + 4o Wn |
Comme lim 1 — —] 1, le théoréme des gendarmes permet d'affirmer que  lim W—" "1 et done que
. " n+2z s 8 pe 9 n—t+m Wy - 9

Wit = W
N+

T1 o) MWanric oz mnostione cmockion T1ol &~ T _ W W. ..~ W2 of raricama W = 0



Wagr o = Wy Sl

Nt L LN+

L m
In nodow 2n+1)

’ n
Wn = VWa nerteo \/Zn'

L1.g) IYaprés les gquestions question 1.1.e), =W, W1 ~ W2, et puisque W, = 0,

Wy

T
~ — of en particulier lim W, =0.
natm | 2n N+

1.2. Formule de Stirling.
TL.2.a) Soit n 2 2.

1en 1H=1n =1 1 n—} ] 1
Vo =In{uny —up_1} =1In ("‘:;‘1 ® %) =1In (c (nT) ) =1+ (n - E) In (I — E)

Par suite,

1 1
Yoo e T12nd +e (F)

1
1.2.b) En particulier,v, = 0O (“—2) et on en déduit que la série de terme général vy, n 2 2, converge absolument et
=

nol
done converge,

" n
Maintenant, pour n = 2, ka Z“"{““} —Infug—1) = Infug) — Infug) = Infuy ) — 1 {somme télescopique). Done,
k=2 k=2
Yoz 2, Infun) =14 v et la suite (Infug ) converge, Posons £ = iil+[l Infun) puis K = ef =0,
fi—stoo

hitp 2/ fwww maths-lrance. (v 2 (& Jean-Louis Ronget, 2000, Tous droits réservis.
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exercice 1. Calculer la limite de la somme :
o U e 1
nnal na B na+BB T T na+ 2}
lorsque 'entier n tend vers l'infini (o > 0; 3 > 0).
(i il
o — o )I - o
=n=E— ks | SR = T
o+ RE | p=o X +Ep

Question 2. Calculer

/’ dx =
b Txz)

indication : poser = =tgt.

Question 3. Calculer

dit N
m E= sessissnssiisasssssssnsnsissns

Question 4. Calculer

]d.r _
t_g: T
A

@ ‘L '. S —d.‘x—_ c_ X 5 fin) J — l TGN . g N : ;‘-‘::‘If %
o t& ﬂ:‘) Bl A : >

|
) £ o o
R = s = —T—7,
~ , -1,—/ S o~
L = L =) L g s -
> 1
e,

T, Yy
dw  q*|ex| | _ S“ oe L (| dél

o EaxYy? o L+ryl) N 1+ S

4 Canl (4.
4 - S cad (R dE.
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Question 6. Donner la primitive de la fonction suivante : f(z) =
indication :

e
—-z2-2
Remarquez que —1 est racine de X? — X — 2,

Oma o -t g = (oy7) {‘U‘*WJ (244

% o . gxfd
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exercice 4. Calculer : j ch'z sh’z dz= [ b " :[1'_,,,\,\.
| ety 4 |
) . g = X -
Chitey + © BE L} - €8S
o 3 {,
G _4
=N Lo =0l In e, —+ 6 ( +€ ? 2.)
'f\:_,'\\ " T)(,\:. - _.\_:_f‘(_(\_ '.___“_)-L' \j. =2 - “4-
ede @ 5
B N2 An () o SN (o0)-

GV\M (s+' ) S’Qf\?(ﬂ
i) R ) + Ahbe) S ).
N Reysthta = RED R, g ceR.

=/
exercice 5. Pourne N : I, = / te"xr dzr
0 B _—
1) Montrer que lim [, = (. e | o Yl
n—++00 v

2) Sachant que YneN: [, 4+ 1..0= L établir :
n+1

= %4t -

R o W i

) 4 Vi) vk é 1
1 s T -

VelN: T s "=
€ 2% sma S St
i Ope| € &) =0
3) Déduire que : [, ~ o Nbpa
8] 3
et i L Tn = \I Qo o I
N—3te -

j‘_{\;/j,m%__ dow  RInY Ta+ Loy = Jnﬁ

9{‘ PN\/% l(\>/ m‘

V,ln*l < ln‘\'jng.z—: -—:{-—'—'—' 2

N+ 4
s | 1

e
R (n+4)
/t

’Inﬂ’ é‘ ) é in

‘H‘L\é

i | i il : o )
PN | 0 = N L A 1;\ = 1, 4 =
\ AL 2 (n*+9) 2(n-1)
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exercice 3. Donner la relation de récurrence permettant de calculer J, = / wj:f) 2 fn+a|\ n—}hﬁo 2’ f
‘éo‘:”qu\‘

N1 j
» @‘np;ﬂoc U'(x) = _6_10'7(1 s LEESH: 2 \‘Ea{:d

V(x) = _:-L_l(i]_—‘b Y(>) = (R-0)(-Sinx) Co,i[xf'j

W7 My
_ant V]: _twl ] ! + SLQ'“] \‘ra{'nl Sinm)s 2 da.
=l A
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Vi 9.
= e ) S AL ML S
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0-L Y !

=% 4 (z-n]S A - gl
Pe) C o)

= 0 (S e - S
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Question 5. ¥n € N, I, = ] (log )" dx
1
Donner Jiy = sussiansssag

Donner la relation de récurrence permettant de caleuler [/,

A i
o To= €3 Tye ) babode T acker-a ),
® U o0 <4 —s by =2

U (50) = g sy P o Qo?. Qv\n[?ﬂ

Sonc TV :LQN\“rsnd\e I W
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exercice 4. Soit f:[0;1] = R une fonction continue telle que -
Posonsm=inf f et M =supf.
[0:1] [o:1!

Montrer que

(!
(0
|
>
()
+
=
i
=
-

Sty ym Yo eCorfd:
%(*x\ LM Y o 7> T

A= Ren-n) (M-3@). 50 — Sgm >0
) gj obpqclx. = S: (M) 36 -aM - R bad o -
et (M-l-m) S:‘%{Y)C[DC -Sjm”dr -Sj'gi(ﬂcll-
= -ofl 4 S:fmér

donc 'mM— S: %t(x]o\:t >/O
N

Question 1.

/2
lim [ cos" t dt
n—++oc 0

ol % O 400 o1

Question 2. Soit f: [a,b] — R une fonction positive et continue sur [a. b]:

([ uor «) i

o1 O n'existe pas. oo Posup flx)
xEfab|
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délilease "™ n Cleam
el e sapets superfcils abeiend 18 ity avet

mﬁgmtium d'une farction d'une wul'ahlu'r

On dit qu'une fanction | est Riemann-iégrable sur un segment [, 4 =4l existe dex
fontions en escalier sur fo, b dont les intégrales sont arbitrairement voisines :

Werl, Iped, IWEL, wlque: wEfE0 e Iy - (g <s
Les fanctions en escalies, les fanctions continues, les fonctlons coutinues par marceany
suT un segment [a, 4 sont fstégrables sur ce sepment.
* Valour moyanne de f sur [a,5]

[
4 = f fizldr =
ntégrale définic
Lf ruglsldar = a2 pEdr + o0 [ aleids

» Propriétés de

Il = < 7 flear
[ flsids = 7 fizldz+ [} flz)de

# Inégalité de Schwarz

[ sihas| & [ litalas
([ rersterae

<[ P [ owa
» Thioréme de la moyenne

51 f et g sont continnes sur |o, b, et sl g garde un signe constant, il edste ¢ € [a,5] el que

/ " i) gtaldz = i) f alz)dr

"
® 50 est continue sur [e, b, et 8l © € [, b, J{z) =j St est une primitive de f, en
outre si F est une primitive quelcongue de f =

f ) da = ) - Fla)

Source: AAA wAzoelay | Avignant g Auliar tomed Fap 11

ijr_..z]dx—p—[:f—’. adl. & f,f,’.r_\dz
» Linéaritd de Mulégralion
[ 3 Fis 4 gl e = 5 f bz e j iz, (A ¢ constanes)
f..az--_u‘._ _,‘r"“"-

! +
f«ullu = et —f vz
« Changement dn warinhles

Dane | fiz)de |, oupose v=plf) {wicocotene), owa:

J|r _f[z]d:‘:t—lf HEGR

i oo Templare # par o 'z
Dusf fialdr, or pas @ = ple). 2 —plo), b= 2@ ann:

J &
J|r r[x-,]d-z_Jf |

» Intégrat] I 1L

des
U divueupose oo pwrtie eutiize vt flfments smples de premilite ef de seconde sepice,

= lutdgration par pariles

e

Elianents simpdes de premiére espdve :
dr 1

r—ap ~ jw-1ir—u

= logfr - | =1
Eiéments simples de sevonde espéve ©
eadt P
AT e W edge e W
)I{U"+,r-’t+nj" de,  pi=dy<bac
Onéerit Ard 7= A (x4 2 . ] b b i
it a(r 4 5w 0= ZE o wt rnonent i 2
;’( i g JI{ de
= comnn, 2
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z dt 1 ]
sin=1, [ i = g A,

T & ot | " o
Sia =2 on pose Aretg — = 8, d'oil & calouler f eos?™ 1 dff que I'on obtient par
lindarisation, et retour & .

» Intégration des fonctions rationnelles en cos @, sin  (ou en ch =, sh x).
On peut toujours se ramener au cas d'une fraction rationnelle en posant

tg%:f (ou u.; =1, otie® =u).

Mais il est souvent possible d'utiliser des changements de variable plus simples, ou de
procéder par lindarisation (voir le cours détaillé).

« Intégration de certaines fonctions ireationnelles.

/ F (I_. { 5% dz, f rationnelle, 7 entier = 2

prendre comme variable :  y =

/ L i (:r, var? £+ b + c} dz : par changement de variable, on est ramené & f F (t,+/u) du,
it u peut prendre I'une des trois formes 1+ 6%, 1— % * — 1, et on &limine le radical par
un pouveanu changement de varinble :

gu=1+8, t=shyp, ou t=tgh
siu=1=¢* t=sing, ou t=cosf ou t=tha

su=—1, t=echye==Z1), ou I=-1_.
cos i



