Structures algebriques

1 Loi de composition interne :

E désigne un ensemble.

1.1 Définition :

Définition1 :
On appelle loi de composition interne (l.c.i) ou opération sur E toute application de £ x E vers E.
Lorsque cette loi de composition interne est noté x, on note x xy 1’image du couple (z,y) par application
précédente.
L’élément x % y est appelé composé de x par y via *.
Les (l.c.i)sont généralement notées x, T, L, +, 0, ...
Exemples :

— L’addition est une l.c.i dans N, Z, Q, R.

— La multiplication est une l.c.i dans N, Z, Q, R.

— () est une l.c.i dans I’ensemnle des parties de E.

— oestune l.c.i sur I’ensemnle des applications de F vers E.

Définition?2 :

On appelle magma tout couple (E, x) formé d’un ensemble E et d’une loi de composition interne x sur E.

1.2 Partie stable :

Définitionl :
On appelle partie stable d’un magma (E, x) toute partie A de F telleque : Vz,y € A, xxy € A.

Définition2 :

Soit A une partie stable d’un magma (F, *).
. . . AXA_)A . . .. . . ..
L’ application restreinte {( ) définit une loi de composition interne sur A appelée loi de composition
T,Y)—rT kY
interne induite *.

On note |4 ou plus couramment x et on peut ainsi donnée un sens au magma (A4, x).

1.3 Propriétés d’une loi de composition interne :
1.3.1 Commutativité :

Définitionl :
Soit x une loi de composition interne sur £. On dit que deux éléments a et b de £ commutent pour la loi % ssi
axb="bxa.
Exemples :
— Les lois suivantes 1’addition, la multiplication, (), | sont commutatives.
— on’est pas commutative car si f(z) = 2% + letg(xz) =z — 1 ona (fog)(x) # (gof)(x).
Définition2 :
Une loi de composition interne % sur F est dite commutative ssi tous les éléments de £ commutent deux a

deux. Le magma (F, %) est alors dit commutatif.



1.3.2 Associativité :
Définitionl :
Une loi de composition interne % sur E est dite associative ssi :
a,b,c e E, (axb)*c=ax(bxc)

Le magma (F, x) est alors dit associatif.
Exemples :
— Les lois suivantes 1’addition, la multiplication, (), |, o sont associatives.

— la soustraction n’est pas associative car (7 —5) —1#7— (5 —1).

1.4 Eléments particuliers :

Soit (E, x) un magma.

1.4.1 Elément régulier

Définition1 :
On appelle élément régulier de (E, x) tout élément x de E tel que Va,b € E, xxa = x xb = a = b (régulier

a gauche) et axx = bxx = a = b (régulier a droite).

1.4.2 Elément neutre

Définition2 :
On appelle élément neutre de (E, ) tout élément e de E tel que Vz € E xzxe = x (neutre a gauche) et

e*x = x (neutre a droite).

Exemples :

0 est I’élément neutre pour 1’addition.
— 1 est I’élément neutre pour la multiplication.

Idg est I’élément neutre pour o sur I’ensemble des applications.

E est 1’élément neutre pour (] sur I’ensemble de parties de E.

() est I’élément neutre pour | J sur I’ensemble de parties de .

La soustraction et la division n’ont pas d’éléments neutres.
Proposition1 :

Si (E, x) posseéde un élément neutre celui-ci est unique.

Exercice :
On considére les lois suivantes
— Laloi @ sur R? définie par : (z1,y1) ® (72,y2) = (21 + 22,91 + ¥2).
— Laloi ® sur R? définie par : (z1,y1) ® (72,%2) = (2172 — Y1 + Y2, T1Y2 + Toy1).
Montrer que les lois @ et ® sur R? admettent chacun un élément neutre.
Définition3 :
On appelle monoide tout magma (F, ) associatif et possédant un élément neutre. Si de plus x est commutative,

le monoide (F, ) est commutatif.



1.4.3 Elément symétrisable

Soit (E, %) un monoide d’élément neutre e.
Définition1 :
On appelle élément symétrisable de (E, x) tout élément x de E tel qu’il existe y € F pour lequel xxy = e
(symétrisabilité a gauche) et y x x = e (symétrisabilité a droite).
Propositionl :
Si x est symétrisable alors Ay tel que xxy = y+x = e.
Définition2 :
Si x est symétrisable, I'unique élément y de E tel que zxy = y*x = e est appelé symétrique de x et on le
note y= sym(x ).
Exemples :
— Le symetrique de = pour I’addition est —z.
— Le symetrique de « non nul pour la multiplication est 1/x.
— Le symetrique de f bijective pour la loi o est f~1.
Proposition2 :
Si x est symétrisable alors sym(z) ’est aussi et sym(sym(z)) = x.
Proposition3 :
Si x et y sont symétrisables alors x x y I’est aussi et sym( x % y)= sym(y )x sym( x).
Proposition4 :

Si x est un élément symétrisable de (E, x) alors z est régulier.

1.5 Itéré d’un élément

Soit (E, %) un monoide de neutre e.
Soit x € E. Pour n € N*, On note 2" = x * x x ... xx (n termes).

Ainsi 2! = 2, 2*2? = 2% z. De plus on pose z*° =

e.

Ainsi on donne un sens & x*" pour n € N.

Définition1 :

x*"™ est appelé itéré d’ordre n de 1’élément .

Propositionl :

Vp,q € N, 2*P % z*9 = g*(P+a) et (z*P)* 1 = 2*(Pa)

Supposons que x soit symétrisable.

Pour n € N*, on note x*(_”)zsym(a:)* sym(x)...x sym(zx) (n termes).

Ainsi 2*(-D=sym(z), z*(=2)

=sym(x)* sym(z),.....

On donne ainsi un sens a *™ avec n € Z lorsque x est symétrisable.
Proposition?2 :

Soit x un élément symétrisable de E.

Vn € Z, x*™ est symétrisable et sym(z™)=(z*(="™).

Vp,q € Z, *P x x*1 = g*PH0) et (p*P)* 4 = z*P0),
1.6 Structures produits :

1.6.1 Structure sur £"

Soit (E, x) un magma et X un ensemble non vide.
Définition1 :



On définit une loi de composition interne, encore notée *, sur E™ par

V(21,22 ooy Tn)y (Y1y ooy Yn) € E™ onpose (21,22, ., Tn) *(Y1, ey Yn) = (T1 XYLy evvy Ty * Yp)-
Propositionl :

Si (E, %) est un monoide (resp. commutatif) d’élément neutre e alors (E™, x) est un monoide (resp. commutatif)
d’élément neutre f = (e, ..., e).

De plus un élément = (x1, ...., xy,) est symétrisable ssi Vi € {1,...,n}, x; 'est, et si tel est le cas,

sym(zx)=(sym(x1),...,sym(xy)).

1.6.2 Structures sur (X, E)

Soit (E, x) un magma et X un ensemble non vide.
Définitionl :

On définit une loi de composition interne, encore notée x, sur F (X, E) par :

Vf,g € F(X,E) on pose Ve e X, (fxg)(z) = f(z)xg(x).

Proposition1 :

Si (E,*) est un monoide (resp. commutatif) d’élément neutre e alors (F (X, E), ) est un monoide (resp.
commutatif) d’élément neutre g : x — e.

De plus un élément f € F (X, E) est symétrisable ssi Va € X, f(x) I’est, et si tel est le cas,

(symf)(@)=sym(f(z)).

1.7 Notation additive et multiplicative
Définition1 :
un monoide est dit noté additivement (resp.multiplicativement) ssi la loi de composition interne est noté +

(resp. X).

2 Groupes

2.1 Définition :
Définition1 :
On appelle groupe tout magma (G, ) tel que :
1. x est associative,
2. (G, *) possede un élément neutre e,
3. Tout élément de (G, %) est symétrisable.

Si de plus x est commutative, le groupe (G, x) est dit commutatif ou plus couramment abélien.
Exemples :
- (R,+) et (R*,.) sont des groupes.
— ZINV2/{k + IN2/k,1 € 7}, (Z[/2],+) est un groupe.
Proposition1 :
Si (G, x) est un groupe alors (G™, %) I’est aussi.
Proposition?2 :
Si (G, x) est un groupe alors (F (X, G), ) I'est aussi.



2.2 Sous-groupe
2.2.1 Définition :

Soit (G, ) est un groupe d’élément neutre e.
Définitionl :

On appelle sous-groupes de (G, x) toute partie H de G telle que :
l.e€ H.

2. V€ H, sym(x)e H (stabilité par passage au symétrique),
3. Vx,y € H x %y € H (stabilité).

Théoréme :

Si H est un sous-groupe de (G, ) alors (H, %) est un groupe.
Si de plus (G, ) est abélien alors (H, ) I’est aussi.
Proposition1 : (Caractérisation rapide des sous- groupes)

Soit H une partie G. On a équivalence entre :

1. H estun sous-groupe de (G, *),

H#)D
2 {
Ve,yeH, axxsym(y)eH

Exemples :
— L’ensemble des applications continues muni de Ia loi o est un sous groupe de I’ensemle des application
muni de la loi o.
— L’ensemble des nombres pairs est un sous groupe de (Z, +).
Proposition2 :
Soit Hy, Hy deux sous-groupes de (G, *).
Hy N Hy est un sous-groupe de (G, x).

2.3 Morphisme de groupes

Soient (G, %), (G', T), (G”, L) trois groupes d’éléments neutres ¢, ¢, ¢ .

2.3.1 Définition :

Définition1
On appelle morphisme du groupe (G, ) vers (G, T) toute application
¢ :Gr— G telle que :
Ve,ye G, flzxy) = f(@)Tf(y)

(image de la composée est la composée des images).

Si f est bijective, on dit que f est isomorphisme.

Si (G', T)=(G, %), on dit que f est endomorphisme.

Si (G', T)=(G, %) et f est bijective on dit que f est automorphisme.

Exemples :

— L’application z — 2x realise un automorphisme de (R, +).

— Lapplication x — 3Inx realise un isomorphisme de (R ,.) sur (R, +).
— Lapplication + — €” realise un isomorphisme de (R, +) sur (R, .).



Proposition1 :
7—G

Soita € G. ¢ :{ est un morphisme de groupes.
n—a*n

2.3.2 Propriétes

Proposition1 :
Soit f : G — G un morphisme de groupes.
fle) = €,Vx € G, fsym(x)=sym(f(z)), Vx € G,Vp € N, f(a*P) = (f(z))"? et Va1,...,z, € G,
F(x ) = T f)
Proposition2 :
Sif:G— G etg: G — G sont deux morphismes de groupes alors go f : G — G est aussi un
morphisme de groupes.
Proposition3 :
Soit f: G — G-
Si f est un isomorphisme alors f~! : G — G I'est aussi.

2.3.3 Noyau et image :

Proposition1 :
Soit f : G — G un morphisme de groupes.
Si H est un sous-groupe de(G, +) alors f(H) est un sous-groupe de (G, T).
Si H' est un sous-groupe de (G, T) alors f~!(H) est un sous-groupe de (G, x).

Définition1 :
Soit f : G —s G’ un morphisme de groupes.
On appelle image de f, ’ensemble Imf = f(G). C’est un sous-groupe de (G, T).
On appelle noyau de f, I’ensemble Kerf = {z|f(z) = ¢ }. C’est un sous-groupe de (G, T).

Théoréme :
Soit f : G —» G’ un morphisme de groupes.
f est surjective ssi Imf = G

f estinjective ssi Kerf = {e}.

Exercice :
Soit H = {(x,y,2) € R3/z + 2y — 2 = 0}.
— Montrer que H est un sous groupe de (R3, +).
— Soit f : H — H définie par V(z,y, 2) € H, f(x,y,2) = (v — 22,z — y,x — 2y).

Montrer que f est un morphisme de groupes déterminer son noyau et son image.

3 Etude du groupe symétrique

3.1 Permutationde N, = {1,2,....n}

Définition1 :
Pour n € N*, On note &,, ’ensemble des permutations de N,,.



(B, 0) est un groupe d’élément neutre Idy, = Id appelé groupe symétrique d’ordre n.

Définition?2 :

Pour o € &,,, On note < ) pour visualiser 1’action de o.

o(l) o(2) .. o(n
Proposition1 :

Pour n > 3 le groupe (&,,, o) n’est pas commutatif.

3.2 Cycles:

Soitp € Ntel que 2 < p < n.
Soit a1, ..., a, une liste de p éléments deux a deux distincts de N,,.
Soit ¢ : N,, — N,, définie par :
clar) = ag, c(az) = as, ..., c(ap—1) = ap, c(ap) = aj etVe € N, \ {a1, ..., an}, c(z) = z.

¢ est une permutation de N,,.

Définitionl :
c est appelée cycle de longueur p (ou p cycle).
On le note ¢ = (al az ... Qy-

L’ensemble S = {a1, ..., a,} est appelée support du cycle c.

Définition?2 :
Les cycles de longueur 2 est appelés transpositions.

Une transposition 7 = (z j ) a pour effet d’échanger i et j.

Propositionl :

Si c est un cycle de longueur p alors ¢? = Id.

3.3 Décomposition d’une permutation en produit de transpositions

Proposition1 :

Tout cycle de longueur p peut se décomposer en un produit de p — 1 transpositions.

Théoreme

Toute permutation de N,, peut se décomposer en un produit d’au plus n — 1 transpositions.

Proposition2 :
Toute permutation de N,, peut se décomposer en un produit de transposition de la forme (1 k:) avec 2 < k <

n.

3.4 Signuature d’une permutation

Définition1 :
Soit o € &,, et un couple (i, 7) avec 1 < i < j < n.

On dit o réalise une inversion sur le couple (i, ) ssi o (i) > o(j).



On note (o) le nombre des couples (i, ) (avec 1 <4 < j < n) sur lesquels o réalise une inversion.

Définition?2 :

On appelle signature d’une permutation o de &,, le réel £(o’) = (—1)1(7).

Propositionl :
La signature d’une transposition est -1.

Théoréeme

L application ¢ : &,, — {—1, 1} est un morphisme du groupe (&,,, o) sur ({—1,1}, x).

Corollaire :
Ainsie(oq 0...00p) = €(01) X ... X e(0p).

Vp € Z, e(0P) = ()P et en particulier e(o 1) = (o).

Proposition2 :
-1

La signature d’un p cycle est (—1)P
Définition3 :

Une permutation de signature 1 est dite paire.

Une permutation de signature -1 est dite impaire.

On note 2, I’ensemble des permutations paires de &,,.

Proposition3 :

2, est un sous-groupe de (&, o) appelé groupe alterné d’ordre n .

Proposition4 :
Pour n > 2, Cardl,, = n!/2.

4 Anneaux

4.1 Définition :

Définitionl :
Soient T et x deux lois de composition internes sur un ensemble F.
On dit que « est distributive sur T ssi  Va,b,c: ax(bTc) = (axb)T(a*c) (distributivité a gauche)
et (bTc)xa=(bxa)T(cxa) (distributivité a droite).

Définition2 :
On appelle anneau tout triplet (A, T, %) formé d’un ensemble A et deux lois de composition internes T et « tels

que :
1. (A, T) estun groupe abélien,
2. (A, ) est un monoide,

3. * est distributive sur T.



Si de plus x est commutative, I’anneau (A, T, x) est dit commutatif.

Exemples :
- (Z,+,.) et (R,+,.) sont des anneaux.
— (Z[V/2], +,.) est un anneau.
Propositionl :
Si (A, +, x) est un anneau et n € N* alors (A", +, x) est un anneau.

Proposition?2 :
Si (A, +, x) est un anneau et X un ensemble alors (F (X, A), +, X) est un anneau.

4.2 Sous-anneau
Définitionl :
on appelle sous-anneau d’un anneau (A, T, ) toute partie B incluse dans A telle que :
1. eq € B,
2. Vx,y € B, x2Tsym(y) € B,
3. Vx,ye B, xzxye€B.

Exemples :
— (Z,+,.) est un sous-anneau de (Q, +, .) lui aussi est un sous-anneau de (R, +, .).
— (Z[V/2],+,.) est un sous-anneau de (R, +, .).
Théoréme :
Si B est un sous-anneau de (A, +, x) alors (B, +, X) est un anneau.
Si de plus (A, +, x) est commutatif alors (B, 4, x) est I’aussi.

4.3 Régles de calculs dans un anneau

Soit (A4, +, x) un anneau de neutres 0 et 1.

Proposition1 :
Vaoe A, Oxa=ax0=0.
Proposition2 :
Va,be A, (—a)b= —(ab) = a(—b)
Proposition3 :
Va,b e A,Vp e Z, (p.a)b=p.(ab)= a(p.b).
Propositiond :

Va,be A, (a+b)?=a’>+ab+ba+b?(a+b)?>=...



Théoreme :(Formule du binéme de Newton)

Soit Va,b € A tels que a et b commutent.

VneN, (a+b)"= <") "Rk
k=0 k

Théoréme :
Soit Va, b € A, tels que a et b commutent.
n—1

Vn e N;a" —b" = (a —b) Zan_l_kbk =(a—=b)(a" P +a" 4.+ a2+
k=0

4.4 Eléments inversibles :

Définition1 :
Un élément a € A est dit inversible ssi il est symétrisable pour X i.e. ssi il existe b € A tel que ab = ba = 14.

Cet élément b est alors unique, on appelle inverse de a, on le note a .

Proposition1 :

Si x est inversible alors 2! est inversible et (z7 1)~ = .

Proposition2 :

1 1

Si x et y sont inversibles alors zy est inversible et (zy) t=ylz 1.

4.5 Diviseurs de zéro

Soit (A4, +, X) un anneau.

4.5.1 Définition :
Définition1 :

Soit a € A tel que a # 04. On dit que a est diviseur de zéro ssi 3b € A\{04} tel que ab = 04 ou ba = 04.

Propositionl :

Un diviseur de zéro est non régulier pour Xx.

Proposition?2 :

Les éléments inversibles de A ne sont pas diviseurs de zéro.

4.5.2 anneau sans diviseurs de zéro

Proposition1 :
Si (A, +, x) ne possede pas de diviseurs de zéro alors :

Va,be A, ab=04 = a =04 oub = 04 (implication d’intégrité)
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Proposition?2 :
Dans un anneau (A, 4, x) sans diviseurs de zéro tout élément non nul est régulier.
4.5.3 idempotent et nilpotent
Définition1 :
2

Un élément a € A est dit idempotent ssi a* = a.

Définition2 :
Un élément a € A est dit nilpotent ssi In € N* o = 04.

5 Corps

5.1 Définition :

Définitionl :
On appelle corps tout anneau commutatif (K, +, x) non réduit a {Ox } dont tous les éléments, sauf O, sont

inversibles.

Propositionl :

Un corps n’a pas de diviseurs de zéro.

5.2 Sous-corps
Soit (K, +, x) un corps.

Définition :

On appelle un sous-corps d’un (K, +, x) toute partie L de K telle que :
1. L est un sous-anneau de (K, +, X),

2. Vx € L\{0g}, 27t € L.

Théoréme :
Si L est un sous-corps de (K, +, x) alors (L, +, X ) est un corps.
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Espaces vectoriels

K désigne le corps R ou C.

1 Structure d’espace vectoriel

1.1 Loi de composition externe

Déf : On appelle loi de composition externe (ou produit extérieur) opérant de K sur un ensemble E toute
KxE—=FE

(AN, Z) = AT

Une loi de composition externe est usuellement notée.

application :

Les éléments de K sont appelés scalaires.

Les éléments de E sont appelés vecteurs et sont souvent notés surmontés d’une fleche.

Déf : Soit E un ensemble muni d’un produit extérieur (.) de K sur E.
Une partie A de E est dite stable pour ce produit extérieur lorsque :
VAeK, VX e A, \7 € A

. . : KxA—A : : . .
On peut alors considérer 1’application restreinte { (A7) > AF qui définit un produit extérieur de K sur A
,T) = AL

appelé produit extérieur induit.

1.2 Définition d’un espace vectoriel

Déf : Soit E un ensemble, + une loi de composition interne sur F et . une loi de composition externe opérant
de K sur E.
On dit que (E, +,.), ou plus brievement F, est un K-espace vectoriel ssi :
(1) (E,+) estun groupe abélien,
2) Vi ueKVu,v€ Fona:
@ (A4 p).0= N0+ p.d,
(b) A\.(U+ V) = Ad+ A7,
(©) A\(p.1) = (Ap).4,
(d) 1.u=u.

L’élément neutre de (E, +) est alors appelé vecteur nul, on le note 0.
1.3 Visualisation géométrique d’un espace vectoriel
1.4 Exemples d’espaces vectoriels

1.4.1 Structure sur K"

Soitn € N* et £ = K".
Pour A € Ket ¥ = (z1,...,x,) € K" et on pose :
AT = (Axy, . Aep) et T4+ 4§ = (21 + Y1, .oy 1 + Yn)-
On définit ainsi un produit extérieur de K sur K™ et une loi de composition interne additive sur K".

Proposition : (K", +,.) est un K-espace vectoriel de vecteur nul 0 = (0, ..., 0).
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1.4.2 Structure sur £ X ... X E,

Soitn € N*, Fy, ..., E, des K-espace vectoriels et &' = Fy X ... X E,.
Pour A\ € K, ¥ = (%1, ..., %) € K" et ¥ = (%1, ..., Un) € K" on pose :
AT = ()\fl, cees )\fn) et +y = (fl + Y1,y T+ jjn)

Proposition : (Ey X ... X E,,+,.) est un K-espace vectoriel de vecteur nul 0= (6 By ey 0 B,)

1.4.3 Structure sur (X, K)

Soit X un ensemble et £ = F(X, K).
Pour A e Ket f,g: X — K,ondéfinit \.f: X - Ketf+¢g: X — Kpar:

Ve € X, (\f)(@) = A (@) et (f + g)() = f(z) + g(a).

On définit ainsi un produit extérieur de K sur F (X, K) et une loi de composition interne additive sur F (X, K).

Proposition : Soit X un ensemble (F(X,K), +,.) est un K-espace vectoriel dont le vecteur nul est la fonction
nulle.

En particulier :

Pour X = D C R, I’ensemble F (D, R) (resp. F(D, C)) est un R-espace vectoriel (resp. C-espace vectoriel).

Pour X = N, I’ensemble RY (resp. CN) est un R-espace vectoriel (resp. C-espace vectoriel).

1.4.4 Structure sur (X, F)

Soit X un ensemble et F' un K-espace vectoriel.
Pour A € Ket f,g € F(X,F)ondéfinit \.f : X - Fetf+g:X — F par:

Ve e X, (Af)(x) = Af(z) et (f +g)(z) = f(z) + g(x).
Proposition : (F(X,F),+,.) estun K-espace vectoriel de vecteur nul égal a la fonction constante égale 2 0.

1.5 Calculs dans un K-espace vectoriel

Soit (E, +, .) un K-espace vectoriel.

Proposition : (Zn: )\i.ﬁ> = <Zn: /\Z) et (Zn: /\.a’i> =A (Zn: 11}).
i=1 i=1 i=1 i=1
Proposition : YA € K,Vi € Fona:
0.0=0et\.0=0,
Aii=0=\=0oui=0.
Proposition : Vi € E, (—1).4 = —ietVn € NJi+ ... + 4 = n.d.

1.6 Combinaison linéaire

Déf : Soit €1, ..., €, des vecteurs de F.

On appelle combinaison linéaire (CL) des vecteurs €1, ..., €, tout vecteur Z de E pouvant s’écrire sous la forme

n
Z=ME+ ... +A\p€n = Z Ai€; avec A\, ..., A\p € K.
=1

(2
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2 Sous espace vectoriel

(E,+,.) désigne un K-espace vectoriel.

2.1 Définition

Déf : On appelle sous-espace vectoriel de F toute partie F' de F telle que :
1) F#0,
2) V&, € F, T+ y € F (F est stable pour +),
3) VZ e F, A € K, \.Z € F (F eststable pour .).

Théoreme : Si F est un sous-espace vectoriel de (E, +, .) alors (F, 4+, .) est un K-espace vectoriel.

Proposition : (Caractérisation usuelle)

Soit F' C E. F' est un sous-espace vectoriel ssi :
1) 0€eF,
2) VI, ¥ € VA 1w € K, AZ + py € F (F stable par combinaison linéaire).

Exemples :

Soit E un espace vectoriel, {0z} est un sous espace vectoriel de E.

By = {(x,y,2) € R3/z +y + 2z = 0}. Ej est un sous espace vectoriel de R3.

— By ={(z,y,2) € R3/z +y + 2 = 1}. E5 n’est pas un sous espace vectoriel de R3 car (0,0, 0) ¢ Es.
E3 = {(z,y) € R?/z.y = 0}. E3 n’est pas un sous espace vectoriel de R? car (1,0), (0,1) € E3 mais

2.2 Opérations sur les sous-espaces vectoriels
2.2.1 Intersection

Proposition : Si I et G sont des sous-espaces vectoriels de E alors F' N G est un sous-espace vectoriel de E.

Proposition : Si (F;);cs est une famille de sous-espaces vectoriels de E alors [ F; est un sous-espace vectoriel
il

de F.

2.2.2 Somme de sous-espaces vectoriels

Déf : Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de F' et G

Iensemble F' + G = {4+ ¥/u € F,7 € G}.

Proposition : Si F' et GG sont deux sous-espaces vectoriels de E alors F' 4 G est un sous-espace vectoriel de

E. De plus F' + G contient F' et (G et est inclus dans tout sous-espace vectoriel contenant F' et G.

2.3 Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Déf : Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de £.
On dit que F et G sont supplémentaires ssi FNG = {0} et F + G = E.
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Théoreéme : Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.
VZe B, (i+ V) e FxG,T=14d+7.

2.4 Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Proposition : Soit A une partie de E.

Il existe un unique sous-espace vectoriel de F, noté Vect(A), tel que :
1) AcC Vect(A),

2) Vect(A) est inclus dans tout sous-espace vectoriel contenant A. Vect(A) se comprend comme étant le

plus petit sous-espace vectoriel contenant A , on 1’appelle sous-espace vectoriel engendré par A.

Proposition : Soit A et B deux parties de E.

Si A est un sous-espace vectoriel de E alors Vect(A) = A,

Vect(Vect(A)) = Vect(A),

A C B = Vect(A) C Vect(B),

Vect(AU B) = Vect(A) + Vect(B).

En particulier :

Soit I et G deux sous-espaces vectoriels de E. Vect(F UG) = F + G. Ainsi F' 4 G apparait comme étant le

plus petit sous-espace vectoriel contenant F' et G.

3 Applications linéaires

E, F et G désignent des K-espaces vectoriels.

3.1 Définition

Déf : Soit f : E — F. On dit que f est une application (K-lin€aire) (ou morphisme de K-espace vectoriel)

SS1:

D) VZ, g€ E, f(Z+4) = f(@)+ f(),
2) VA e K\VZ € E, f(\Z) = . f(Z).
On note Lk (E, F) (ou L(E, F')) I’ensemble de ces applications.
Proposition : (caractérisation usuelle)
Soit f : E— F'. On a équivalence entre :
(1) f estune application linéaire,
() VA, p e K\VE, ¢ € E, f(AZ+ p.g) = N\ f(Z) + pu.f(7).
Exemples :

— f:R3 — R définie par : f(z,y,2) = = + y + 2z est une application linéaire.

— f:R%? — R définie par : f(x,y) = = + y + 1 n’est pas une application linéaire.

— f:R? — R définie par : f(x,y) = zy n’est pas une application linéaire.
Proposition : Soit f € L(E,F).Ona: f(0g) = 0.

Proposition : Si €}, ..., €, est une famille de vecteurs de E et f € L(FE, F') alors

V)\la EREE) )\n € K’ f(Algl + ...+ Angn) = )\lf(éi) + .+ Anf(@z)
(I’'image d’un combinaison linéaire est la combinaison linéaire des images).
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Proposition : Soit f € L(E,F)et f € L(F,G).Onago f € L(E,G).

3.2 Application linéaires particuliéres
3.2.1 Formes linéaires

Déf : On appelle forme linéaire sur un K-espace vectoriel £, toute application linéaire de F vers K.
On note E*. au lieu de £(E, K), I’ensemble des formes linéaires sur E.
E* est appelé dual de F.
Exemple :
Soit J : C(]0,1],R) — R définie par J(f) = fol f(t)dt. J est une forme linéaire.
3.2.2 Endomorphisme
On appelle endomorphisme de E, toute application linéaire de £ dans lui-méme. On note £(FE) au lieu de
L(FE, F) I’ensemble de ces applications.
Proposition : Si f,g € L(E)alors go f € L(E).

3.2.3 Isomorphisme

Déf : On appelle isomorphisme de K-espace vectoriel toute application linéaire bijective.

Déf: Sif: E— Fetg: F — G sontdes isomorphismes alors g o f : F — F est un isomorphisme.

Déf: Si f : E — F estun isomorphisme alors f~! : F — F est un isomorphisme.

Déf : Deux K-espace vectoriels sont dits isomorphes ssi il existe un isomorphisme entre ceux-ci.

3.2.4 Automorphisme

Déf : On appelle automorphisme de E, tout endomorphisme de E bijectif. On note GL(E) I’ensemble des
automorphismes de F.

Proposition : Vf,g € GL(E), fog € GL(E), f~! € GL(E).

Déf: (GL(E), o) est appelé groupe linéaire de E.

3.3 Noyau et image d’une application linéaire

Théoreme : Soit f € L(E, F).
Si V est une sous-espace vectoriel de E alors f(V) est un sous-espace vectoriel de F'.

Si W est un sous-espace vectoriel de F alors f~1(W) est un sous-espace vectoriel de E.
Déf : Soit f € L(E, F).

On appelle image de f I’ensemble Imf = f(E).
On appelle noyau de f I’ensemble ker f = {z|f(z) = Or}.
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Déf : Imf est un sous-espace vectoriel de F'.

ker f est un sous-espace vectoriel de F.

Théoreme : Soit f € L(E,F).Ona:
— festsurjective < Imf = F),
— festinjective < kerf = {0g}.

3.4 L’espace vectoriel L(E, F')

Théoréme : (L(E, F),+,.) est un K-espace vectoriel.

En particulier :

(L(E),+,.)et (E*,+,.) sont des K-espaces vectoriels.

Proposition : (linéarité du produit de composition) VA, u € K,Vf, g € L(E,F)etVh € L(F,G), ho (A.f +
p-g) = A(ho f) + p.(hog).

VA, u e K\Vh € L(E,F)etVf,ge L(F,G), A\.f+p.g)oh=X(foh)+ u(goh).

3.5 L’anneau des endomorphismes

Théoreme : (L(E),+,o) est un anneau, généralement non commutatif, d’élément nul 1’endomorphisme nul

(noté 0 ou 0) et d’élément unité I’endomorphisme identité (noté I ou Id).

Déf : Pour f € L(E), onnote :
fO=If'=f f>=fof, f*=/fofo..of (ntermes).

Proposition : Soit f,g € L(E) etn € N.
Si f et g commutent (i.e. fog = go f)alors (fog)" = f"og",

n n—1
(f+gn=3 ()ffog et fr—gt=(f—g) 3 frg" 1
k=0 k=0

En particulier :

Puisque f et I commutent :
n

1+ fy =5 Qe -1 (- 1

Proposition: fog=0< Img C kerf.

Déf : Un endomorphisme f € L(E) est dit idempotent ssi f? = f.
Un endomorphisme f € £(F) est dit nilpotent ssi In € N, f™ = 0.

4 Transformations vectorielles
FE désigne un K-espace vectoriel.

4.1 Homothétie vectorielle

Soit A € K.
p ‘o . . E—FE
Déf : On appelle homothétie (vectorielle) de rapport A I’application hy : ¢ g
- T— AT

17



En particulier :
Six=1lalorsh =1,si A\ =0alors h = 0.

Proposition : hy € L(FE) et h) commute avec tout endomorphisme de E.

Proposition : Y\, 1 € K, hy o h, = hy, et VA € K*, hy € GL(E) et (hy)"'=h

>

4.2 Projection vectorielle

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.
Vi e E,3(u,v) € F x G, Z =14+ 7.
Posons p(Z) = @. On définit ainsip : £ — E.

Déf : p est appelée projection (vectorielle) sur F parallélement a G.
En particulier :

F =FEetG={0} donnent p = I.

F = {0} et G = E donnent p = 0.

Proposition : p est un endomorphisme de E tel que p? = p.

De plus Imp = ker(p —I) = F et kerp = G.

Déf : La projection vectorielle ¢ sur G et parallélement a F' est appelée projection complémentaire de p.
Proposition : 0 = Id — p.
Déf : On appelle projecteur de £, tout endomorphisme p de E tel que p? = p.
Théoreme : Si p est un projecteur de F alors :
1) Imp et kerp sont supplémentaires,

2) p estla projection vectorielle sur F' = I'mp, parallélement a G = kerp.

4.3 Symétrie vectorielle

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de F.
V¥ e E,3(u,v) € F x G, %=1+ 7.

Posons s(#) = 4 — U. On définit ainsi s : £ — E.

Déf : s est appelée symétrie (vectorielle) par rapport a I parallelement a G.
En particulier :

F =FEetG={0}donnents = I.

F ={0}etG = E donnent s = —1I.

Proposition : s est un endomorphisme de F tel que s2 = 1.
De plus F' = ker(s — I) et G = ker(s + I).

Déf : La symétrie s par rapport a G et parallélement a F' est appelée symétrie complémentaire de s.
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o /
Proposition : s = s.

Théoréme : Si s est un endomorphisme de E tel que s> = I alors :
1) ker(s —I) et ker(s + I) sont supplémentaires dans F,
2) s est la symétrie vectorielle par rapport a F' = ker(s — I), parallélement &
G =ker(s+1).

4.4 Affinités vectorielles

Soit, I, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires et o € K.
Vi e E,3(u,v) € F x G, Z =14+ 7.
Posons f(Z) = @ + «.7. On définit ainsi f : £ — E.
Déf : f est appelée affinité (vectorielle) par rapport F' parallelement a G' et de rapport o
En particulier :
Sia=1alors f = 1.
Si o = 0 alors f = p.

Sia=—1alors f = —s.

Proposition :  f est un endomorphisme de F.

Exercice :

Soit f est une application linéaire dans F telle que f2 — 4f +3Idg =0
— Montrer que ker(f — Idg) @ ker(f — 3Idg) = E.

— Quelle transformation vectorielle réalise f ?

5 Notions affines

E désigne un K-espace vectoriel.

5.1 Translation

Déf : Soit ii € E. On appelle translation de vecteur 4 I’application t; : £ — E définie par & — ¥ + 4.
Proposition : Soit 4,V € E.tg oty = tgig = ty o tg, ty est une permutation de E' et %1 =t_gz.
Exercice :

A quelle con dition une translation et une application linéaire d’un espace vectoriel £Z commutent-elles ?

5.2 Sous-espace affine

Déf : Soita € E et I’ un sous-espace vectoriel de E. On appelle sous-espace affine passant par @ et dirigé par
F I’ensemble :
i+ F={ad+u/ue F}={fc E/f—ac F}.

Proposition : Soit V = d + F un sous-espace affine. Pour tout beVonaV =b+F.

Proposition : SiV = d + F alors F = {Z# — ¢/Z,y € V'} Par suite il y a unicité du sous-espace vectoriel F'.
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Déf : Le sous-espace vectoriel F' est appelé direction sur du sous-espace affine V.
Exercice :

A quelle condition le sous-espace affine @ + F est sous-espace vectoriel ?

5.3 Incidence de sous-espaces affines

Proposition : SiV et W sont deux sous-espaces affines de directions F' et GG alors V N W est soit vide soit

égal a un sous-espace affine de direction F' N G.
Déf : SiV et W sont deux sous-espaces affines de directions I et G. On dit que V' est parallele a W ssi F' C G.

Proposition : Si V et W sont deux sous-espaces affines de directions F' et G. Si V est parallele a W alors
VAW =gouV CW.

5.4 Equations linéaires

Déf : On appelle équation linéaire toute équation de la forme f(Z) = % d’inconnue & € E # ot i € F et
feL(EF).

On appelle équation homogene associée 1’équation f(Z) = 0.

Théoréme : L’ensemble solution de 1’équation linéaire f(Z) = ¥/ est soit vide, soit égal a un sous-espace affine

de direction ker f.

5.5 Barycentre

Soitn € N*, dy,...,uUn, € FetA,..., A\, € Ktel que Ay + ... + A\, #0.

Déf : On appelle barycentre des vecteurs 7, ..., i, affectés respectivement des masses A1, ..., A, le vecteur :

AU+ F A Un

v = A1++)\n

Py 2 1/ - L.
Déf : Lorsque les Mg, ..., A\, sont égaux non nuls, alors @ = (1 + ... + ;) est appelé isobarycentre des
vecteurs i1, ..., Un.

Quand n = 2, on parle de milieu de ; et >.

Proposition : Si tous les u; appartiennent & un méme sous-espace affine V' = @ + F' alors le barycentre ' des

vecteurs 1, ..., i, affectés des masse A1, ..., A, appartienta V.

5.6 Convexité
IciK =R.
Déf : Soit d, be E.On appelle segment d’extrémités @ et b I’ensemble :
@,5] = {(1 — )@+ b/ €0, 1]}.
Déf : Soit C une partie de E. On dit que C' est convexe ssi Vd, beC, i bl cC.
Proposition : Soit (C;);cr une famille de parties convexes de . C' = () C; est un convexe.

i€l
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Dimension d’un espace vectoriel

1 Famille de vecteurs :

Soit E un K-espace vectoriel et n € N. F = (e_f, Q, e a) = (a))lgign désigne une famille de vecteurs

de FE.

Dans le cas n = 0, on dit que c’est la famille vide.
1.1 Sous-espace vectoriel engendrée par une famille finie de vecteurs
Définitionl :
On appelle combinaison linéaire des vecteurs de F = (?3)1991 tout vecteur 7 de E pouvant s’écrire

n
7 = > X\ € avec A1, \a, ..., A, bien choisis.
i=1

Définition1 :

Soit F = (61 e_2>, . ai) une famille de vecteurs de E. On appelle sous-espace vectoriel engendrée par la
famille F le sous-espace vectoriel engendrée par {e_f, €_2>, e e_n>} On le note Vect(F), Vect(e_f, e_2>, . e_n>) ou

VeCt(?;)lSign.

Théoreme :

Si (el,e?, - e_n>) est une famille de vecteurs de E alors Vect(?l, &3, e_n>) est ’ensemble des combi-

naisons linéaires des e_f, e_2>, . Ei ie.:

Vect(el, s, . Z)\ € /M, A €K}

1.2 Famille génératrice
Définition1 :

On dit qu’une famille F = 7.3, ., a;)

= (E?)lgign de vecteur de E est dit génératrice ssi vect(F) =
Proposition :

Une famille finie (e_f, e_2>, ey e_ﬁ) est génératrice de F ssi tout vecteur de F est combinaison linéaire des

vecteurs (6_1>,€—2>, v n) ie
n
VZ € E,3(\, .., ) €K® telque T = Aef + ...+ M = > Niey.

=1

Proposition : (Principe de réduction de famille génératrice)

Si ( ei, e_2>, e al), €n+1) est une famille génératrice et e,+1 € Vect(e_f, e_2>, . e, alors la sous famille
(€1, €5, ..., &, )est génératrice.
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1.3 Famille libre, famille liée

Définition

Un vecteur @ est dit colinéaire 2 vecteur ¥ ssi il existe o € K tel que U =at.

Deux vecteurs o/ et ¥ sont dits colinéaires ssi I’'un des deux est colinéaire a I’ autre.

Définition
On dit qu’une famille (&7, €3, ..., &,) = (€ )1<i<n de vecteurs de E est libre ssi :
— = _
VAL A, M EK, Mei+ ..+ e =0 =X =X =...=),=0.
On dit que les vecteurs e_f, e_f, e e, sont linéairements indépendants.

On dit que la famille (e_f, e_2>, e e_n>) = (?,?)195” est liée ssi elle n’est pas libre i.e. :

LAy dn €K, ME -t M = 0 et (A, A2y An) % (0,0, ..., 0).

Cettte égalité vectorielles est alors appelée relation linéaire sur les vecteurs e, a, e en.

Proposition :

Soitn > 2 et (e_f, a, e a) une famille de vecteurs de E.

On a équivalence entre :
1. (ef,€3,...,e) est lie,
2. L’un des vecteurs e_f, e_2>, v e, est combinaison linéaire des autres.

Proposition : (Principe d’extension d’une famille libre)

Si (e1,e3

ei,es,..., e_n>) est une famille libre et €,,11 €Vect(ei, 3, ..., e,) alors (_> P2

% % .
, €3, . €i,€3,...,en,€nti) estlibre.

1.4 Base d’un espace vectoriel

Définition

Soit B = (e_f)lgign = (?1, e_2>, ey 671) une famille de vecteurs de E.
On dit que B est une base ssi B est libre et génératrice.
Exemple
on pose ¢ = (1,1,1), e = (1,1,0), e = (0,1, 1) alors (e_f, e, e_3>) est une base.

1.5 Composantes dans une base

Théoreme
Soit F un K—espace vectoriel et possédant une base B = (Eg)lgign. Ona:

VI € B3 Ag, M) €K” tel que T =) A,
=1
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Définition

Avec les notations ci-dessus on dit que les scalaires A1, Ag, ..., A, sont appelés composantes de 7 dans B.

Définition

Munir un K—espace vectoriel d’une base B, c’est signifier que les composantes des vecteurs sont désormais

lues dans B.
Définition
A1
Si E est muni d’une base B = (8)1§i§n, on note parfois 7()\1, A2, ...s A ) OU 7 . pour signifier que
A

7 est le vecteur de composantes Ai, A2, ..., Ap.

Proposition :

On suppose £ muni d’une base 5 = (a})lgign-
T Y1 L1+

Si 7| et Y] alors (7 + /) et YaekK, (aZ)=
T, Un Tn + Yn

1.6 Théoreme de complétion de la base

Théoreme :(de la base incompléte)

QAT

axy,

Soit £ un K—espace vectoriel de dimension finie, £ une famille libre G une famille génératrice. On peut

former une base de E en complétant la famille libre £ par des vecteurs bien choisis dans la famille G.

2 Dimension d’ un esace vectoriel

2.1 Espace vectoriel de dimension finie

Définition :

Un K—espace vectoriel F est dit de dimension finie ssi il possede une famille génératrice finie. Sinon, il

est dit de dimension infinie.
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Théoréme :

Tout K—espace vectoriel de dimension finie posséde au moins une base.
Proposition

Dans un K—espace vectoriel de dimension finie :

— toute famille libre peut étre complétée en une base,

— de toute famille génératrice on peut extraire une base.

2.2 Dimension

Théoreme :

SoitE un K-espace vectoriel de dimension finie.
Une famille libre de vecteurs de E ne peut avoir plus (au sens strict) de vecteurs qu’une famille génératrice.
Corollaire

Les bases d’un K-espace vectoriel E/ de dimension finie sont toute constituées de méme nombre de vecteurs.

Définition :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

On appelle dimension de F le nombre des vecteurs costituant les bases de . On le note dimE ou dimk F.
Convention :
Si E n’est pas de dimension finie, on pose dimFE = +o0.
Proposition :

Soit F et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.
E x F est de dimension finie et dimE X F = dimFE + dimF'.

Proposition :

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie.
E™ est un K-espace vectoriel de dimension finie et dimE™ = n X dimFE.

2.3  Construction de bases en dimension connue

Proposition :

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n € N.

1. Toute famille libre a au plus n éléments.
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2. Toute famille génératrice a au moins n éléments.
3. Toute base a exactement n éléments.

Théoreme :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 7 € N et B = (€} )1<i<n = (€1, €3, ..., &,) une famille formée
de n = dimFE vecteurs de E.

On a I’équivalence entre :
1. B estune base,
2. B est une famille libre,

3. B est une famille génératrice.

3 Sous-espace vectoriel de dimension finie

3.1 Dimension d’un sous espace vectoriel d’un espace de dimension finie

Théoréme :

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.
Tout sous espace vectoriel F' de E est de dimension fine et dimF' < dimFE.
De plus si dimF = dimFE alors F' = F.
En particulier :
Si dimF = 0 alors F = {0'}.
SidimF = 1 alors on dit que F' est une droite vectorielle.
Pour tout i/ € F tel que 0 #0,ona F=Vect().

On dit que 7 estun vecteur directeur de F.

— Si dimF = 2 alors on dit que F’ est un plan vectoriel.
Pour tout 7, o € Fnon colinéaires, on a F=Vect(7, 7).
On dit que W, U sont des vecteurs directeurs de F.

Si dimF = dimE — 1 alors on dit que F' est un hyperplan vectoriel de F.

3.2 Sous-espace vectoriel supplémentaires en dimension finie

Théoreme :

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un K-espace vectoriel de dimension finie E.
On adimE = dimF + dimG.

Théoreme :

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie.
Tout sous-espace vectoriel F' de E posseéde au moins un supplémentaire.
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3.3 Théoreme des quatres dimensions

Théoreme :

Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un K-espace vectoriel E alors F' + G et
F N G sont de dimensions finies et dim(E + G) = dimF + dimG — dim(F N G).

3.4 Exploitation de la dimension

Théoreme :

Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de dimensions finies d’un K-espace vectoriel F.
Si F' C GetdimF = dimG alors F' = G.

Théoreme :

Soit F et G deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel £ de dimension finie. On suppose que
dimF + dimG = dimFE.
On a équivalence entre :

— F et G sont supplémentaires dans E ,

- F+G=E,

_FnG={0}.

3.5 Obtention d’une base d’un sous-espace vectoriel

a) Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

Soit F = (EZ)@gn une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel F.
On désire déterminer une base de F' = Vect(e_f, e_f, e e_n>).
F une famille génératrice de F', on peut donc en extraire une base de la maniere suivante :
Si F est libre alors F est une base.
Sinon, I'un des vecteurs de F est combinaison linéaire des autres, on peut alors retirer celui-ci de la famille
sans perdre le caractere générateur.
Si besoin, on reprend ce processus jusqu’a obtention d’une famille libre donc d’une base de F' .
b) Sous-espace vectoriel défini par équations

On détermine une base d’un tel sous-espace vectoriel en résolvant les équations de sorte d’exprimer une
famille génératrice.

¢) Détermination d’un supplémentaire d’un sous-espace vectoriel

Si F' est un sous-espace vectoriel non trivial d’un K -espace vectoriel E' de dimension finie, on peut déter-
miner un supplémentaire de F' en complétant une base de F' en une base de F car on sait que les vecteurs

complétant génerent un supplémentaire de F' dans E.
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3.6 Rang d’une famille de vecteurs

Soit F = (?Z)lgign une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E.
Définition :

On appelle rang de la famille F la dimension du sous-espace vectoriel engendré par F. On le note rg(F)
ou rg(?l, e, ..., e_;).
Ainsi rg(F) = rg(e1, €5, ..., ¢5) = dimVect(ei, &3, ..., &).

Exemple

on pose ef = (1,1,0,1),e3 = (1,—1,1,0), & = (2,0,1,1),ef = (0,2,~1,1) onae; = e + e3,e4 =
&1 — &3 donc Vect(e_f, e_2>, e_§, Ei) = Vect(e_f, e_2>) alors rg(e_f, e_2>, e_3>, EI) =
Proposition

Onarg(el,e3,...,e5) < p, dimE.

Théoreéme :
— Festlibre & rg(F) = p,

— F est génératrice < rg(F) = dimFE,
— Festune base < rg(F) = dimFE = p.

4 Applications linéaires en dimension finie

E |, F et GG désignent des K -espaces vectoriels de dimensions finies.

4.1 Image d’une famille de vecteurs

Soit f € L(E, F) et B= (€ )1<i<n une famille de vecteurs de E.
Définition :

On appelle image de la famille B par f, la famille f(B) = f(€;))i<i<n-
Proposition

f(Veek(B)) = Vect(f(B)) ie.:  f(Vect(@,e3,....e0)) = Vect(f(&D), f(73), -, F(&):
Théoreme :

— Si Bestlibre et f injective alors f(5) est libre.

— Si B est génératrice et f est surjective alors f(B3) est génératrice.
— Si B est une base et f est isomorphisme alors f(53) est une base.
Corollaire

Si V est un sous-espace vectoriel de E alors dim f(V) < dimV avec égalité lorsque f est injective.

Corollaire
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Si E et F' sont deux K-espaces vectoriels de dimension finie ou non alors :
— Si f estinjective alors dimFE < dimF'.

— Si f est surjective alors dimF < dimkFE.

— Si f est un isomorphisme alors dimE = dimF'.

4.2 Rang d’une application linéaire

Définition :

On appelle rang de f € L(F, F') la dimension de 1’image de f.
Onnote rg(f) = dimImf.

Exemples :

Soit f : R — R3 définie par : f(z,y,2) = (y — 2,2 — x, 2 — ) . Soit (y1,y2,y3) € Imf alors I(x,y, 2)R3
n=y—=

telque f(x,y,2) = (y1,¥2,Y3) = Yo =2—2 = Y2 = —Y1 — V3
Yys =& —y

= Imf = {(y1, —y1 — ¥3,93) /y1,y3 € R} = rg(f) = dimImf = 2.

Proposition

Soit f € L(E, F).Onnote rg(f) < min(n,p).
Théoréme :

Soit f € L(E, F)etSoitg € L(F,G).Onnote rg(go f) < min(rg(f),rg(g)).
De plus :

— Si g est injective alors rg(g o f) = rg(f).

— Si f est surjective alors rg(g o f) = rg(g).

4.3 Théoreme du rang

Théoreme :

Soit f € L(E, F).
1. f réalise un isomorphisme de tout supplémentaire de ker f dans E vers Imf.

2. rg(f) +dimKer(f) = dimFE.

4.4 Théoreme d’isomorphisme
Proposition
Soit f € L(E, F).

* f estinjective < rg(f) = dimFE,

* f est surjective < rg(f) = dimF,
* f estisomorphisme < rg(f) = dimE = dimF.
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Théoreme : (d’isomorphisme)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies tels que : dimFE = dimF = n.
Soit f € L(E, F'). On a équivalence entre :

1. f estun isomorphisme,
2. f estinjective,

3. f est surjective,

4. rg(f) =n,

5.3g€ L(F,E),go f=1dg,
6. 3he L(F,E), foh = Idp.

Deplussitelestlecas: g = h = f L.

4.5 Bases et applications linéaires

Théoreme :

Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B = (e_f, €5, ..., e_p>).

Soit F' un K-espace vectoriel et F = (y_f, y_g, vy y_p>) une famille de vecteurs de F'.

1l existe une unique application linéaire f € L(E, F) telle que f(B) = Fie. V1 <i <p, f(e) = v;.

Théoreme :

Soit £ un K-espace vectoriel muni d’une base B = (e_f, 6_5, s e_p>). Soit F' un K-espace vectoriel de di-

mension finieet f € L(E, F).

Onarg(f) = rg(f(B)) = rg(f(e1), (&), .. f(&))-
Corollaire
* f estinjective < rg(f) = dimE < f(B) est libre.
* f est surjective < rg(f) = dimF < f(B) est génératrice.
* f est bijective < f(B) est une base de F'.
Corollaire

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies sont isomorphes ssi ils ont méme dimension.

4.6 Equation d’un hyperplan

Supposons que n = dimFE € N*
Proposition

Le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan.
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Proposition

Tout hyperplan peut se voir comme noyau d’une forme linéaire non nulle.

On suppose que £ muni d’une base B = (e_f, e_f, ey e_;).

Pour tout @ € F, notons 1, ..., T, Ses composantes dans 1.
Théoreme :

Les hyperplans de E sont les ensembles H constitués des 7 € E vérifiant une relation du type
a1z1 + ... + apx, = 0 avec (ay, ...., an) € K"\{(0,....,0)}.

Définition

L’équation a1x1 + ... + apx, = 0 est alors appelée équation de I’hyperplan H relative a la base 1.
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Calcul matriciel

K désigne R ou C, m, n, p, ¢, r sont des entiers naturels.

0 si i
On note 9, ; = ) SZ. Z 7 ] (symbole de Kronecker).
st 1=

1 Opérations sur les matrices

1.1 Matrices

Déf : On appelle matrice de type (n,p) (pour n lignes et p colonnes) a coefficients dans K tout famille
A = (a;j)1<i<n1<j<p d’éléments de K.

Une telle matrice est généralement représentée sous la forme d’un tableau a n lignes et p colonnes :

a1 a1 o Qlp

a1 Qg2 '+ G2y
A = (aij)i<i<ni<j<p =

an1 Gp2 - Anp

a;,j est appelé coefficient d’indice (i, j) de la matrice A, il est positionné a la i éme ligne et j ©™ colonne

de A. On note M,, ,(K) I’ensemble des matrices de type (n, p) a coefficients dans K.

Convention :
Le 1¢" indice est I’indice de ligne (souvent noté 7).

Le 2”4 indice est I’indice de colonne (souvent noté -

Cas particuliers :
Pour n = p = 1 : les matrices de M; 1 (K) sont appelées matrices (uni-)coefficient. Elles sont de la forme ().
Il est usuel d’identifier ces matrices avec 1’élément x de K qui leur correspond.
Pour n quelconqueetp = 1:

Les matrices de M, 1 (K) sont appelées matrices (uni-)colonnes.

a
Elles sont de la forme :
Qn
Il est usuel d’identifier cette matrice colonne avec le n uplet (ay, ..., ay,).

Pour n = 1 et p quelconque : les matrices de M; ,,(KK) sont appelées matrices (uni-)lignes.

Elles sontde laforme: ( a; --- a, ).

Déf : Soit A = (a; ;) € My (K) (présentation de I’abus de notation correspondant).

a1 a2 o Alp
az1 G2 -+ A2p
A=
Gp1 QAn,2 - Gpp
al?-]
Pour 1 < j < p, la matrice C; = : est appelée j “¢ colonne de A.
an?]
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Pour 1 <i < n,lamatrice L; = ( a;; --- a;, )estappelée i ™€ ligne de A.

1.2 Matrice carrée

Déf : Les matrices de type (n, n) sont appelées matrices carrées d’ordre n.

On note M,,(K), au lieu de M, ,,(K), I’ensemble de ces matrices.

Déf : Soit A = (a; ;) € M, (K). Les coefficients d’indice (i, ) de A sont appelées coefficients diagonaux de
A. La famille (a1, a22, . ..,0nn) = (@i;)1<i<n est appelée diagonale de la matrice A.

Déf : Une matrice A € M,,(K) est dite diagonale ssi tous ses coefficients hors de la diagonale sont nuls.

On note D,,(K) I’ensemble de ces matrices.

A1 0
Déf : Onnote diag(A1, ..., \n) lamatrice diagonale dont la diagonale est (A1, ..., A, ) i.e.
0 An

Déf : Une matrice A € M, (K) est dite triangulaire supérieure (resp. inférieure) ssi tous les coefficients en
dessous (resp. au dessus) de la diagonale sont nuls.
On note 7,f (K) (resp. T, (K)) I’ensemble de ces matrices.

Proposition : D, (K) =T, (K) NT,; (K).

1.3 Espace vectoriel (17, ,(K), +,.).

Dif.‘ Soit A = (am-) € Mn,p(K) et B = (b@j) S anp(K)'
On définit la matrice A + B € Mmp(K) par A+ B= (am- + bi,j)lﬁiﬁn,léjﬁp'

a1 v aip bii - by a1 +big - arp+bip
Ainsi : : + : : = : :
Gp1 - dnp bn,l ce bn,p ap,1 + bn,l s appt bn,p

Déf : Soit A = (a; ;) € Mpp(K)et A € K.
On définit la matrice \.A € Mn,p(K) par ANA = ()‘a@j)lSiS”,lSjSP'

a1 a1.p /\a171 ce /\al,p
Ainsi A. : : =
an1 - Gnp Aapi - Aapp
Théoreme : (M, ,(K), +,.) est un K-espace vectoriel d’élément nul O = O,, .
Déf: Soit1 <k <netl <[ <p.Onappelle matrice élémentaire d’indice (k, ) de M,, ,(K) la matrice E}
dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d’indice (k, [) qui est égal a 1. Ainsi

0 0
EkJ = 1 S Mn,p(K)~
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Théoreme :

La famille B = (E}1)1<k<n,1<i<p forme une base de M,, ,(K) appelée base canonique.

Corollaire : dimM,, ,(K) = np et en particulier
dimM,,(K) = n?, dimM,, 1 (K) = n et dimM; ,(K) = p.

Proposition : D,,(K) est un sous-espace vectoriel de M, (K) de dimension n.

Proposition : T} (K) et T,; (K) sont des sous-espaces vectoriels de M,,(K) de dimension w

1.4 Produit matriciel

Définition : Soit A = (a;;) € My ,(K) et B = (bjr) € Mp4(K). On définit la matrice C = A x B =
(Ci,k) € Mn,q<K)

p
par : V1 S ) S n,Vl S k S q, Ci,k = Z ai7jbj7k.
7j=1

1.5 Propriétés du produit matriciel
Proposition : Soit A € M, ,(K), B € M, ,(K),C € M, ,(K).
Ona (AB)C = A(BC).

Proposition : YA € M, ,(K), Al, = Aet[,A= A

Proposition : YA, B € M, ,(K),VC € M, ,(K) (A+ B)C = AC + BC.
VA € M, ,(K),¥B,C € M, 4(K) A(B + C) = AB + AC.

Proposition : YA € M, ,(K),VB € M, ,(K), VA € K, (\.A)B = \.AB = A(\.B).

1.6 L’anneau (M, (K), +, x).
1.6.1 présentation

Théoréme :
(M, (K), +, x) est un anneau, généralement non commutatif, d’élément nul O = O,, et d’élément unité [ = [,,.
De plus, VA € K,VA, B € M,,(K) : (\.A)B = \.(AB) = A(\.B).

Définition : On dit que deux matrices A et B de M,,(K) commutent ssi AB = BA.
Définition : Soit A € M, (K). Onnote A = [,, Al = A, A2 = Ax A ..., A" =AxAx...xA(m

termes)

Exemple :

: 11 a b . : 1 2"n—-1
Soit A = 0 9 et B = 0 il est facile de montrer par recurence que A" = et
a
B — a® na™'h
0 a”
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Théoreme :

Si A et B commutent alors pour tout m € N :

(AB)™ = AmB™, (A+ B)"™ = kf_fo (M) A*B™=F et A™ — B™ = (A — B) 7:2: Akpm=1=F,
Exemple :
1 11
SoitA=| 0 1 1 | etonpose B= A — I3, calculer B"” et en déduire A”.
0 01
011 0 01
B=1001],B=|00 0 |[,B"=0sn>3.
0 00 0 00

A" = (I3 + B)" = Iy + nB + " B2,

Définition : Soit A € M, (K).

On dit que A est idempotente ssi A2 = A.

On dit que A est une matrice nilpotente ssi 3m € N, A™ = 0.

1.6.2 Matrices inversibles

Définition : Une matrice A € M, (K) est dite inversible ssi 3B € M, (K), AB = BA = I,,. On note alors
B=A1

Exemple :
1 0 1 0o 1 1
SoitA=] 2 -1 1 [,At=]1 0 1
-1 1 -1 1 -1 -1

Proposition : Soit A, B € M,,(K)
Si A et B sont inversibles alors AB I'est aussi et (AB)~! = B~1A~L,

Si A est inversible alors A~! I’est aussi et (A71)~! = A.
Définition : On note GL,,(K) I’ensemble des matrices inversibles de M, (K).
Proposition : (GL,(K), x) est un groupe appelé groupe linéaire d’ordre n.

Théoreme d’inversibilité :
Soit A € M,,(K). On a équivalence entre
(i) A estinversible
(ii) A estinversible a droite i.e. 3B € M, (K), AB = I,
(iii) A estinversible a gauche i.e. 3C' € M,,(K),CA = I,,.
De plus sitel estle cas A~! = B = C.

1.6.3 Matrices diagonales

Proposition : D,,(K) est un sous-anneau commutatif de M, (K).

ay

Proposition : Soit A = € D, (K). On a équivalence entre :
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(i) A est inversible.
(i) V1 <i<n,a; #0.

De plus sitel estle cas : A=! =

1.6.4 Matrices triangulaires

Proposition : T} (K) est un sous-anneau de M, (K).

Proposition : Soit A € T, (K). On a équivalence entre :
(i) A est inversible
(ii) Les coefficients diagonaux de A sont tous non nuls.
De plus, si tel est le cas, A~! € T} (K)

1.7 Transposition
1.7.1 Définition

Définition : Soit A = (a; ;) € M,, ,(K). On appelle matrice transposée de A la matrice ‘A = (a;z) € M, »(K)
définie par V1 < i <n,1 < j <p, a;-ji = a; ;.
Ainsi le coefficient d’indice (j, ) de t A est égal au coefficient d’indice (i, j) de A.

air - alp ailr cc Qpl

Concretement : Pour A = : : A=
a/nl .« .. anp alp .. anp

Proposition : YA € M, ,(K),'(*A) = A.
VA, B € My, ,(K), VA, u € K,*(AMA + uB) = N'A+ pu'B.

Proposition : YA € M, ,(K),VB € M, ,(K),*(AB) =! B'A.

Proposition : Soit A € M, (K).
Si A est inversible alors ! A I'est aussi et (A1) = (*A)~1.

1.7.2 Matrices symétriques et antisymétriques

Définition : On dit que A € M, (K) est symétrique (resp. antisymétrique) ssi
A= A(resp.'A = —A).
On note Sy, (K) (resp. A, (K)) I’ensemble de ces matrices.

-1 0 5
Exemples : Soit A = ( bz ) ,B= 0 2 —1 | Aet B sontsymétriques.
24 -1 0
0 1 0 4 2
Soit C = ( 10 ), D=]| —4 0 -5 | CetD sontantisymétriques.

-2 5 0
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a1l a2 e Qin

.. . aiz a2
Proposition : Les matrices de S,,(K) sont de la forme : A =
An—1.n
A1p **° OGp—1n Qnn
Par suite .S, (K) est un sous-espace vectoriel de dimension % de M, (K).
0 a2 . ain
o0 . —ai2 0
Proposition : Les matrices de A,,(K) sont de la forme : A =
an—1,n
—Q1p " —0n—1n 0

Théoreme :

Sn(K) et Ay, (K) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de M, (K).

Proposition : Soit A € M, (K) inversible.
Si A € S,(K) alors A~! € S, (K).
SiAc A,(K)alors A™' € A, (K).

2 Représentation matricielle d’une application linéaire

2.1 Matrice d’une famille de vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B = (e, ..., ey).
Pourtout z € E, (v, ..., o) € K"z = aje1 + - + apep.

Définition : On appelle matrice des composantes de = dans B

aq
la matrice colonne Matg(x) = : € My 1(K).
Qnp
x
Ainsi Matp(z) = : | composantes dans .

Proposition : L application  — Matg(z) est un isomorphisme entre les K-espaces vectoriels E et M, 1 (K).
Soit F = (z1, 22, ..., zy) une famille de vecteurs de E. Pour tout 1 < j < p, posons C; = Matg(z;).

Définition : On appelle matrice représentative de la famille F dans B la matrice A dont les colonnes sont les

C1,Co,...,C).
Onnote A = Matg(F) = Matg(z1,x2,...,xp) € M, ,(K).

I Tp

Ainsi Matg(F) = : : | composantes dans .
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2.2 Matrice d’une application linéaire

Définition : Soit E et F' des K-espaces vectoriels de dimension p et n et munis de bases B = (e, ...,e;) et
C=(f1,---,fn). Soitu € L(E,F), on appelle matrice représentative de u relativement aux bases 55 et C la
matrice :

Matgc(u) = Mate(uw(B)) = Matc(u(er), ..., ulep)) € My »(K).
uer)  ulep)

Matge(u) = : : composantes dans C.

Définition : Soit E un K-espace vectoriel de dimension n muni d’une base B = (ey, ..., e,).
Soit f € L(E), en général on représente matriciellement f en choisissant la méme base au départ et a I’arrivée.
La matrice carrée d’ordre n ainsi obtenue est notée Matg(f) au lieu de Matg g(f).

2.3 Propriétés de la représentation matricielle
2.3.1 Isomorphisme

Théoréme :
Soit E et F' des K-espaces vectoriels munis de bases B = (e1,...,e,) etC = (fi,..., fn).
L’ application M : L(E, F) — M, ,(K) définie par M (u) = Matgc(u) est un isomorphisme de K-espace

vectoriel.

Corollaire : Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.
L(E, F) est un K-espace vectoriel de dimension finie et dimL(E, F') = dimFE x dimF.
En particulier : dimL(E) = dimE? et dim(E*) = dimE.

Corollaire : Lorsque deux K-espaces vectoriels £ et F' sont munis de bases B et C, il est équivalent de se
donner u € L(E, F) oude se donner A = Matgc(u) € My, ,(K).

Définition : Pour £ = KP et B base canonique de KP?.

Pour F' = K" et C base canonique de K".

L application M : L(KP,K") — M,, ,(K) est appelée isomorphisme canonique entre £(K?, K") et M,, ,,(K).
Pour v € L(KP,K"), A = M (u) € M, ,(K) est appelée matrice canoniquement associée a .

Pour A € M, ,(K), u = M~1(A) € L(KP,K") est appelée application linéaire canoniquement associée a A.

2.3.2 Image d’un vecteur

Théoréme :

Soit E et F' des K-espaces vectoriels munis de bases B = (e1,...,ep) et C = (f1,..., fn)-
Soitu € L(E,F),z € Eety € F.

Notons A = Matgc(u), X = Matp(x)etY = Matc(y).

Ona:y=u(r) <Y = AX.

Ainsi : Mate(u(z)) = Matgc(u) x Matg(z).

En Particulier : Les formes linéaires.

37



Si F = K muni de sa base canonique (1) et f € E* alors la matrice de f est une matrice ligne L est y =
flz) e y=LX.

2.3.3 Composition d’applications linéaires

Théoreme :

Soit E, F, G trois K-espaces vectoriels munis de bases B = (e1,...,¢€,),C = (f1,..., fn) D = (91, -, Im)-
Pouruw € L(E,F)etve L(F,G)ona:

Matgp(vou) = Matep(v) x Matgc(u).

Corollaire : Soit E' un K-espace vectoriel muni d’une base B = (ey, ..., e,).
Soit f,g € L(E) et A= Matg(f), B= Matg(g) € M, (K).
Ona Matp(fog) = ABetVm € N, Matp(f™) = A™.

2.3.4 Représentation d’un isomorphisme

Théoréme :
Soit £ et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension n munis de bases B = (e1,...,e,) et C =
(e1,...,€pn).Soitu € L(E,F)et A= Matgc(u)
On a équivalence entre :

(i) w est un isomorphisme

(ii) A estinversible.

De plus si tel est le cas Mate g(u=t) = A7L.

En Particulier : (Les automorphismes)
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B = (e1, ..., e,). Soit f € L(E) et A = Matg(f).
fE€GL(E) & Ac GLy(K)
De plus, si tel est le cas : Matg(f~') = A~L.

2.4 Représentation d’un endomorphisme dans une base adaptée

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n.

Proposition : Soit A € Ket hy : E — E I’homothétie vectorielle de rapport .

A 0
Dans toute base B = (eq,...,e,) : Matg(hy) =
0 A

Proposition : Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de dimensions respectives r et n. — 7.
Notons p la projection vectorielle sur F’ parallelement a G et s la symétrie vectorielle par rapport a F' et paral-

lelement & G. Dans toute base B adaptée a la supplémentarité de F et G :

1 0 1 0
Matp(p) = < OT 0 ) et Matp(s) = ( 5 I )
n—r —in—r
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2.5 Formules de changement de bases.

2.5.1 Matrice de passage

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n muni de deux bases B = (e1,...,e,) et B = (e1,...

Définition : On appelle matrice de passage de B a B la matrice
P = Matg(B') = Matg(e1,...,ep).

Proposition : Soit P la matrice de passage de BaZ'.Ona P = Maty s(IdE).

Proposition : Soit P la matrice de passage de B2 B’

P est inversible et P~! est la matrice de passage de B aB.

2.5.2 Nouvelles composantes d’un vecteur

Proposition : Soit B et B deux bases d’un K-espace vectoriel E de dimension 7.
Soit z € E, notons X et X' ses matrices composantes dans B et B.

En notant P la matrice de passage de BaB,ona: X = PX et X = P !X,
ie.: Matg(z) = MatBB/MatB/ (z) et Maty (v) = Maty BMatg(x).

2.5.3 Nouvelle représentation d’une application linéaire

Proposition : Soit B et B’ deux bases d’un K-espace vectoriel E.

Soit C et C' deux bases d’un K-espace vectoriel F.

Soitu € L(E, F). Posons A = Matgc(u)et A" = Mat g o (u).

En notant P la matrice de passage de B2 B’ et Q a matrice de passage de CaC ona:
A'=Q7'AP. Ainsi A" = Matyy o (u) = MatyC.Matgc(u).MatgB .

2.5.4 Nouvelle représentation d’un endomorphisme

Théoréme :

Soit Bet B deux bases d’un K-espace vectoriel E.

Soit f € L(E). Posons A = Matg(f)et A" = Mat g (f).
Ennotant P = MatgB.Ona: A" = P~1AP.

Ainsi A" = Mat g (f) = Mat g B.Matg(f).MatgB'.
2.6 Traces

2.6.1 Trace d’une matrice carrée

Définition : Soit A = (a; ;) € M,(K).

n
On appelle trace de la matrice A le scalaire t7(A) = > a; ;.
i=1
Proposition : tr : M, (K) — K est une forme linéaire.

Proposition : YA, B € M, (K), tr(AB) = tr(BA).
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2.6.2 Trace d’un endomorphisme

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n et f € L(E).
Soit B et B deux bases de E. Notons P = MatgB3, A = Matg(f), A" = Matg (f).
La relation de passage permet d’écrire : A = PA'P~!.Ona:
tr(A) = tr(P~'PA") = tr(A").
Par suite la trace de la matrice représentative de f est indépendante de la base choisie.

Définition : Cette quantité est appelée trace de 1’endomorphisme f et est notée tr(f).
Proposition : L application ¢r : L(F) — K est une forme linéaire sur E.
Proposition : Nf, g € L(E),tr(fog)=tr(go f).

3 Rang d’une matrice

3.1 Définition
Soit A = (a;;) € M, p(K). Notons C1,Cy, ..., C), les colonnes de A. Les C; sont des vecteurs du K-

espace vectoriel M, 1 (K), on peut donc considérer le rang de la famille de vecteurs (Cq,Co, ..., Cp).

Définition : On appelle rang de la matrice A, noté rg(A), le rang de la famille des colonnes de A, ainsi
rg(A) =rg(C1,Ca,...,Cp).

Proposition : Soit F = (x1,22,...,z;,) une famille de vecteurs de d’un K-espace vectoriel £ muni d’une
base B.
Ennotant A = Matg(z1,x2,...,xp), onarg(zy, xa,...,xp) =rg(A).

Proposition : Soit E, F deux K-espaces vectoriels munis de bases BetCetu € L(E, F).
En notant A = Matgc(u),onarg(u) =rg(A).

3.2 Propriétés du rang d’une matrice

Proposition : YA € M, ,(K), rg(A) < min(n,p).

Proposition : YA € M, ,(K),VA € M, ,(K), rg(AB) < min(rg(A),rg(B)).
De plus :
Si A est une matrice carrée inversible alors rg(AB) = rg(B)

Si B est une matrice carrée inversible alors rg(AB) = rg(A).

Théoréme :

Soit A € M,,(K). On a équivalence entre :
(i) A estinversible
(ii) rg(A) = n.
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3.3 Caractérisation théorique du rang

Soit 0 < r < min(n,p).

On note J, la matrice de M,, ,(K) définie par J, =

Proposition : rg(J,) =r.

Théoréme :
Soit A € M, ,(K) et € Ntel que 0 < r < min(n,p).
On a équivalence entre :
(i) rg(A) =r
(i) 3P € GL,(K),3Q € GL,(K) telles que A = QJ, P.
Corollaire : YA € M, ,(K),rg(*A) = rgA.
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