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Méthode pratique pour décomposer une fraction en éléments simples :

Exemple

1

3 2
T0 =20+ — 2
En effet, d’apres les résultats précedents, on décompose F' en éléments simples suivants :

1. Décomposer la fraction F'(z) = . Puis intégrer

1 1 a br +c
F(z)=— 5 = 5 = +— *
2 -2r2+2-2 (r-2)(22+1) (z-2) (22+1)
Forme primale Forme foctorisée Forme décomposée
Pour trouver la valeur de a, on procede comme suit :
1 1

a=F(z)x(x-2)| A - - | ==
placer x par le p6le correspondant 2 2

(z2+1) P
Pour les deus scalaires restants b et ¢, on peut réagir comme suit :

e Pour une autre valeur choisée différemment des podles de F', comme z = 0, on obtient la simple
équation suivante :

a C

FO=m=n @

-2
? .
e Pour trouver le coefficient b, on multiplie I'équation (¥) par z et on fait z — +o0, c-a-d :

qui donne c =

b2
lim xF(z) = lim ar | rer
T—+00 T—+00 (ZL’ — 2) ([E2 + 1)

il vient donc : .

O=a+b, quidonne bzg

On en déduit ainsi la décomposition suivante :
1 o1 z+2 1 11 22 2 1
w3-222+2-2 5(x-2) 5(z2+1) 5(x-2) 10(22+1) 5(22+1)

Forme primale

F(x) =

Forme décomposée Forme a intéger facilement

fF(x)d“%f(xiQ)_Tlof(xf—fn_gfﬁ

Forme simple

Par suite :

1 2
=-In|z-2|- —In(2? + 1) - = arctan(z) + Cte
) 10 )

Forme primitive
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2. Décomposer la fraction G(z) = puis intégrer

T
(x-1)%(z2+1)
En effet, Décomposons en éléments simples :

v) = x __a b Lz d (8)
C(z-1)2(22+1) (z-1) (z-1)2 (22+1)
On doit faire attention dans cette exemple, le fait que la démarche précédent doit étre applique

dans un premier temps sur le coéfficient b car x = 1 est un pdle double (multiple d’orde de multi-
plicité 2), on a donc

G(

x
b= G x (@D = 5| = 3
=1

e En démarrant par I'équation (#) , on multiplie par z et on fait z - +o0, c-a-d :

. . ax bx cx? +dx
Jm 2G(z) = lim (x-1) (@-12 (@+1)
1

qui donne a + ¢ = 0 en suit pour une valeur de 2 = 0 on obtient aussi 0 = 5 — a + d et pour = 2
on trouve 2 = 5a + 5b + 2¢ + d, d’ot1 un systeme d’équations de trois inconnues donnent :

-1
= = t d:—
a=0, c=0 e 5
donc ) .
x
G = = —
@) = G 2w 2 e D)
Par suite

f Gla)du = / (- 1?@2 ) f ﬁ B f Z(xcj:i 1) 2(9: 1)~ %amt&n(w) +Cte.

Intégration des fonctions trigonométriques

Pour calculer une intégrale de forme :

f R(sin(8), cos(8))dd

ol R est une fraction rationnelle a deux variables de sin et cos, on fait en général le changement de

varaible
t =tan (Q)
- 2

Les formules de la “tangente de I’arc moitié” permettent d’exprimer sinus, cosinus et tangente en fonc-

0
tion de tan(i). En effet :
1-t2 2t 2dt

- in(@) = t df=
1+1¢2° sin(0) 1+ ¢2 ¢ 1+1¢2

cos(0) =

Alors l'intégrale en question devient :

2t 1—t2) 2 y
1+2271+t2) 1 +¢2

[ Resino).cos(@))ae = [ R(

Cette méthode conduit souvent a des calculs compliquées. Dans les cas particuliers suivants, on indique
des changements de variables plus commandes : On pose @ la fonction définie par

®(0) = R(cos(0),sin(0))

Alors
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a) Si @ est une fonction impaires en 6, on pose u = cos(6)
b) Si ® est une fonction paires en ¢ : on pose u = sin(f)
¢) Si ®(m+60)=2>(F), on pose u = tan(f)

d) Si &(m-60)=-P(f), on pose u = sin(f)

Dans les cas particuliers suivants, on fait des changements de variables mieux adaptés :

[ R(sin(6))cos((6))dd, Onpose ¢ =sin(d)

f R(cos(6))sin((6))dd, Onpose ¢ = cos(8)

[ R(san(e)) df(@), Onpose = tan(0)

COS
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.CoRRgetion de TD- No:3 [/,
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Exercice.4 :

1- Calculer les primitives des fonctions suivantes :

1 x+1 x? 1
—_ b) ——; —_ d) ———.
(a) -2 -2 (b) (z2+1)%’ (c) 26 -1’ (d) x(x?+1)2
cos(x) sin(z) 1
I, = ) B ; Iy = . 3 ; I.= — ;
sin“(x) + 2 tan®(x) cos?(x) + sin”(x) sin(z) + cos(x) + 2

2- Donner une relation de récurrence permettent de calculer les intégrales suivantes :

(a) Inzfo’itann(x)dx; () J”:foz dx

cos™(z)

3- En considérant le changement de variable suivant V22 + z + 1 = x +¢, calculer la primitive suivante :

I(:c)—f zdx
' - Vaz+x+1

(L’2n_1dl’

Y
Vi + g+ 1

................................................................... ,CORRECtion de Exo-4 .,

En déduire la primitive : [,(z) = / Vn e N*.

1- (a) Pour intégrer une fraction polynémile F'(x) = ,on doit décomposer en éléments simples

A )
de de R[X]. On procéde comme suit :
Etape 1: Factorise le dénominateur, on détermine les racines réelles de dénominateur d"une frac-
tion :
Onaaxt-22-2=(x-v2)(xz++v2)(22+1). Les racines sont donc réelles —v/2, /2. D’ot1

1 1
P = e (z-V2)(z +V2) (22 + 1)

Etape 2 : Décomposer en éléments simples avec des coefficients inconnus :

1 1 b cx+d

2 e VD) v @y K

F(x) = p

Etape 3 : Trouver les coefficients : On pracede comme suit :

1 1

a= F(l‘) X (.27 - \/5) remplacer z par le pdle correspondant /2 - ($ + \/5) ($2 + 1) oe/3 - 6\/§

1 -1

remplacer x par le pole correspondant ) - (I _ \/5 ) (1’2 + 1) vee/B \/§

b= F(z)x (z+V?2)

Pour une autre valeur choisée différemment des poles de F', comme z = 0, on obtient la simple

éqna’rinn suivante -
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-1 a b d
BRI =Y: AV R

qui donne
got,e b -
2 V2 V23

Pour trouver le coefficient ¢, on multiplie 1’équation (¥ ) par « et on fait - +oo, c-a-d :

2
lim zF(z) = lim @ bz LT d
Z—>+00 aotoo (x=2) (z+2) (22+1)

il vient donc :
O=a+b+c, quidonne ¢=0

Etape 4 : On intégre la forme décomposée de la fraction F

dx dx dx dx
fm”/m*bfmﬁf%un

1 1 1
= Inlz - V2| - ——1In|z + V2| - = arctan(z) + Cte
sl VA~ e nle + VAl - Sarctan)

/ dx 1
-2%-2 6\/_ a:+\/_

est un éléments irréductible dans R[X ], Il présentera donc une

Conclusion

arctan (z) + Cte

(b) La fraction F(z) = o 1)2

primitive immédiate, en effet

r+1

x 1

1 1
- 22+ 1) “Creys | Gz 12

Pour la seconde primitive, on considere le changement de variable suivant :

dx
u=arctan(z), x=tan(u)  avec du = o
Par suite :
_dr du 1 1. u
f e = f m = f cos?(u)du = 3 /(cos(?u) +1)du = ZSIH(QU) I 3 + Cley
Conclusion
z+1 ~1 1 arctan(z)

+ Cte

= l)zdx e 1) 8111(2 arctan(x)) +
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(¢) On pose la variable ¢ = 23 donc dt = 3z%dx, on trouve que :

2 dt
/ ad dxz[ 3 dm:l a_dtJrl %
26 -1 t2-1 3J t-1 3J t+1

b
:—ln|t—1| —ln|t+1|+C’t6

Conclusion

2 1 1
/ %dmz61n|x3—1|—61n|x3+1|+0t6

(d) On remarque qu’on peut écrire que :

/‘ dz ~ f xdx
(z2+1)2 J 22(22+1)2

On pose la nouvelle variable ¢ = 22 avec dt = 2zdz, on obtient :

xQ(x2+ 1)? 2u(u+ )2 2 i(:;: 1)u2
vl Erors A A

Par conséquent

2/7i(;li1)u2 2/( 1+u (u+11)2)d“

dz 1 1
f R ECEEIE = 5(111(:102)—111(1+x2)+ 1+$2)+Ct6

................................ Les formes trigonométriques .................... ... ..ol

I - / cos(x)dx

sin?(z) + 2tan?(x)

Conclusion

I,) Calculons

Pour déterminer la primitive /,, on peut voir que la quantité cos(x)dz donne une idée de la nou-
velle variable qu’on peut considérer par la suite. En effet, on pose du = cos(x)dx et que u = sin(z),

on trouve donc :
cos(x)dx du 1 —wu?
fa=f-2 2 :f—2=fﬁd“
sin”(z) + 2tan*(z) u u?(3 - u?)

2+2
uP+ 20—
2
Posons F,(u) = % la fraction rationnelle qu’il faut décomposer en éléments simples. On a
u?(3-u
1—u? a b c d
Flu)z=——————<=—+—+ +
()= u?(3 - u?) Tuw? (V3-u) (V3+u)
qui donne que
I, = / cosCddx - c¢In(v/3 -sin(z)) + dIn(v/3 +sin(z)) + Cte
‘o sin?(z) + 2 tan?(x) sm( )
1 -1 -1
avec a = —, c=——, d=——= et b=0.
3 3v/3 3v/3
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sin(z) on pose la nouvelle variable ¢ = tan(z), on alors

(Ip) Pour calculer la primitive de cost (1) + sin* (2)

dt—d—xet ue :
~ cos?(x) que:

sin(z)dx ~ tan(x) dx
[ cos3(z) +sin®(z)  J 1+tan®(x) cos?(x) ./ 1+ t3

Maintenant, la décomposition en éléments simples permet d’écrire :

t t -1 t+1

1468 (L+0)(1—t+2) 3(1+0) 3(1—t+2)

On intégre, on trouve :

t tdt _ —dt t+1
f 1+~ (1+t)(1-t+t2) — .[ 3(1+t) +f 3(1—;+t2)dt

2t -1 1 1
f3(1+t) 6(1—t+12)  2(t-1/2)%+2)

1 2
= ?1n|1+t| —1n|t2 t+1|+——arctan(—(t——)+Cte)

2V3 V3

Conclusion

/ sin(z) dr = ?1n|1+tan(a:)|+ In|tan®(2)~tan(z)+1]+-—= arctan

1
cos? () +sin’ (z) NE (7(tan(x)—§)+0te)

(I;) On pose le changement de variable ¢ = tan (g)
Les formules de la "tangente de 1’arc moitié" permettent d’exprimer sinus et cosinus en fonction
de tan(g). En effet :

1-1¢2 2t 2dt

1+ sin(m)=1+t2 ol dm:1+t2

cos(x) =

Alors I'intégrale en question devient :

2dt
e | [
¢ sin(z) +cos(z) + 2 1- t2 12 + 2t +3 " 1
T 1+t2 (% ﬁ) +1

On en déduit que :

dx T
Ic_fsin(x)+cos(x)+2 \/_arctan(7+7)+0te avec t—tan(§)

2- Donnons une relation de récurrence permettent de calculer les intégrales suivantes :

(a) Inzfoltann(x)dm; (b) anfol dx

cos™(x)’

Il suffit de remarquer que :

tan"*l(x)]z 1

|
H—=——t

In+ 1= [Z tan™(x) (1 + tan2(:1:)) dx = [
Y L 1
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Cette relation permet de calculer /,, sachant que

IOZ s et ]1:

™
1
(b) On a pour tout n € N, en intégrant par paeties

T e /OZ 1 dor [ tan(z) ]Z —n[04 sin(x) tan(z)dz

cos?(x) cos™(z) | cos™(z) |, cos™1(x)

=(\/§)"—nfOZde

cos™*2(x)

= (V2)" = n(Jpaz = J)

Donc
Vo, n

n+1 n+1

n+2 = n

En particulier pour les premiers termes .J; et J; on a

T 3T
Jo = 7 et Ji=In (tan(g))

3- On considérant le changement de variable suivant Va2 +z +1=x +¢,

alors g PR
L R, Ly
2 — 1 (2t—1)?
Par suite : L 1
_|_
I
() = (215 12

On pose le nouveax changement de variable X = 2¢ -1, trouve

-1 3-2X - X2 -1 3
I(.T)ZI‘/dezz(—y—2ln(|X|)—X)+C

donc

3 In(|X X
I(x):—ﬁ—{-#_‘_z_}_c avec X:2(\/:C2+x+1_x)_1

D’autre part, si on pose t = 2" et dt = nz"~'dz on trouve alors que :

I () = [ v ldy tdt I(x)
" vVa?+an+1 nviz+t+1 n
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Exercice.5

1- Calculer les deux intégrales et primitives suivantes :

I [ sin(x)dx ot J< [ cos(x)dx

cos(x) - sin(x) cos(x) - sin(x)

I dt
K= [sn@o)erds, L= [°
sin(2z)e”dz 0 cos?(t) + cos(t)

2- Montrer que la fonction f définie comme suit, est constante,

sin?(z) cos?(x)
f(x) = f Arcsin(\/f)dt+f Arcos(\/t)dt.
0 0

................................................................... »(:'oRRECtiOn deExo-5 /7

1- Pour calculer les deux intégrales I et .J, on peut remarquer que :

[+ = fﬁsm(m)mos(x)dx et J-1I= f”os(x)_sm(””) :fﬁdng
0

cos(x) —sin(x) cos(x) - sin(x)

Pour calculer donc (I + J) on pose le changement de variable suivant :

u = cos(x) —sin(x), avec  du = —(sin(x) + cos(x))dz

d’ou

VB _
I+ Jo f6 sm(x)+cos(a:)dx [ 2 —1du:—1n(\/§ 1).
1

cos(x) — sin(x) u 2

On en déduit le systeme d’équations simple suivant

{ [+J= -In(¥1)

J-1= 5
qui donne
()] ()
Calculons la primitive K = [ sin(2x)e®dz. En effet par une intégration par parties deux fois, on
obtient :

K = [sin(2x)ex]—2/005(23:)6%35
- [sin(zx)ew]—2([cos(2x)ew]+2 [ sin(zx)exdx)

qui donne K = [sin(2x)e® - 2cos(2x)e*] - 4K. Alors

1 2
K= = sin(2z)e” - : cos(2x)e” + Cte

Calculons l'intégrale siuvante :

I [% dt

RV L
Ay COS (T )T COST
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On remarque que :

- [I dt ~ flr cos(t)dt f cos(t)dt
~Jo cos3(t) +cos(t) Jo cosi(t)+cos(t (1 -sin®(t))2 + 1 —sin®(t)

qui donne par la suite :

- /Z dt ~ fZ cos(t)dt
~Jo cos3(t) +cos(t)  Jo sin(t)—3sin?(t) +2
On considere le changement de variable suivant

u = sin(t), du = cos(t)dt,

- f cos(t)dt /“f du
sin®(t) - 3sin*(t) +2  Jo  2-3u?+ut

Grace a la décomposition en éléments simples de R[ X ], on trouve que

par conséquent :

1 1
Fu) - _ a b c d

2-3w+ut (u-1)(u+1)(u-v2)(u+v2) u-1 JRTES TR, R

On applique la méme démarche vu dans le cours on trouve que :

1 -1
a= F(u) x (u - 1)|remplaceruparle pole correspondant 1 = (u + 1)(u _ ﬂ)(u + \/E) - = 7
1 1
b= F(u) X (u + 1)|remplaceruparle pole correspondant -1 = (u B 1)(u B \/5)(“ N \/5) - = 5
1 1

c= F(u) x (u-?2)

remplaceruparle pole comespordant V2 (1~ 1) (u+ 1) (u+v/2) |,y 22

1 -1
remplacer u par le pole correspondant V2 - (U _ 1)(u + 1)(U _ \/5) 3 = ﬁ

= F(u) x (u+\/§)

Par conséquent :
™ V2 _
L:/4 dt :/2 1 . 1 . 2 B 1
o cos3(t)+cos(t) Jo 2(u-1) 2(u+1) 2/2(u-v2) 2v2(u++2)

Par une intégration immédiate , on trouve :

L= ln( u+1)+ ! In u—\/§|
lu-11) 22 u+V2

=

L=ln(1+\/§)—$ln(3).

2- Pour montrer qu'une fonction est constante, il suffit de montrer que sa focntion dérivée est une fonc-

tion nulle, soit ,

sin®(x) cos?(x)
f(x)= f Arcsin(\/1)dt + f Arcos(\/t)dt.
0 0

On suppose que F est la primitive de t = Arcsin( /%) et G la primitive de ¢ = Arcos(v/t, donc
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f(z) = F(sin®(x)) - F(0) + G(cos?(z)) - G(0)
on dérive donc la fonction f :
f'(x) = (sin®(x))"F'(sin*(x)) + (cos?(x))'G'(cos?(x))

= 2cos(x) sin(z) Arcsin(sin(z)) - 2 cos(z) sin(x) Arcos(cos(x)) = 2cos(x) sin(z)(x —x) =0

Donc la dérivée f’(x) = 0 pour tout z, Alors f est une fonction constante.
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Exercice.6
On pose

1
)= [ a(1-a)tde
0
ou p et ¢ sont des entiers naturels.
1°) Pour tout p € N* établir une relation entre I (p,q) et I(p-1,¢+1).
2°) En déduire la valeur de /(p, q).

3°) Calculer les intégrales suivantes :

(i) fo P (8 cost T (Dt (i) fo P (t)dt (i) fo -y,

................................................................... ,CORRECtion de Exo-6 /7

Soit I'inégrale, ou1 p et g sont des entiers naturels, suivante

](p,q)=/:xp(1—x)qu

1°) On fait une intégration par parties en posant :

{ u =P, = du=pxPldz
_ _ -Gy
dv=(1-z)dz, = v=-—"""H—
d’ou:
_(1 _x)q+1 1

IQ%®=iAqx%1—xydx:[

qui donne la relation suivante :

1
I mp] +%/ P N1 -2) g+ 1dx
q o g 0

p
[(P,C]): [(p_17q+1)
qg+1

2°) D’apres la relation précédente, on raisonne par récurrence sur les deux entiers p et ¢, comme suit :

D p p-1
I =2 I(p-1,qg+1) = I(p—2.q+2
(p,q) q+1(p ,q+1) q+1XQ+2(p ,q+2)
-1 p-2 2 1
- Lo B B x ——1(0,p+0)
g+1 qg+2 q+3 qg+p-1 q+p
- P 10,4 q)
(p+q)!
1
et comme I(0,p+q) = fol(l —x)Prdr = Pl on obtient
plq!
I(p,q) =

(p+q+1)!
2°) (i) On pose z = sin®(t) et donc dz = 2sin(t) cos(t)dt, donc :

[0’5 sin??*1(t) cos® 1 (t)dt = fog(siHQ(t))P(COSQ(t))q sin(t) cos(t)dt
= %fog fol 2P(1-z)idx = 11(p,q).

Finalement :

Wl

[

lg!
sin2*! (£) cos2*! () dt = — -
JU l:i
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(ii) On poset = 20 et d’apres les relations trigonométriques, on écrit :
sin(t) = sin(260) = 2sin(#) cos(0)

et pourqu’on puisse utiliser le résultat de (i), on peut commencer par intégrale suivante :

us

fﬂ sin?*(t)dt = fi sin?*1(20)2d = 22P+2 fi sin(6)?*! cos(9)?P+1do = 2% (p, p)
0 0 0

s 1\2
On obtient d’une part que f sin?*(t)dt = 221’*2&.
0 (2p+1)!
D’autre part, grace a la realtion de Charles, on note que

[ Sin?*(¢)dt = [ ? sin?* () dt + f Sin2* (£)dt
0 0 ™

2

Pour la seconde intégrale, on considere par la suite le changment de variable suivant: ¢t = 76,
on obtient :

T 0 z
[ sin??*(t)dt = - f sin??*1(0)df = f * sin?* () dt
™ jus 0

2 2

Par conséquent :
/ sin®*!(t)dt = 2/2 sin®*!(t)dt
0 0

On en déduit donc

(2rp!)?

us 1 T
2 i 2p+l _ = f - 2p+l — 9] _
[0 sin“P™ (t)dt 5 J, sin (t)dt (p,p) op+ 1)

(iii) On pose t = cos(0) alors dt = —sin(6), alors

1 0
f (1-2)Pdt = - f sin2*1(0)do
0 2

Et d’apres les résultats montrés dans (i:) on trouve immédiatement :

! 0 4 ppl)2
f (1-t?)Pdt = - f sin2p+1(0)d9=% f sin?* L (t)dt = 271 (p, p) = (2]

0 3 0 (2p+1)!
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Exercice.7 :
Pour tout n € N*, on pose

I, - [ (In(z))"dz.
1
a) Montrer que (In)neN* est une suite convergente.

b) Démontrer que :
VnEIN*, Ing=e—(n+1)1,.

¢) Justifier que: VneN*, 0< [, <

n+1
d) En déduire la limite de /,, et un équivalent simple quand n — +oco.

................................................................... »C:'oRRECtiOn de Exo-7 /

Pour tout n € N, on pose
I, - f (In(z))"dz.
1
a) Par croissance de la fonction " In”, on a :

Vre[lye], 0 <In(z)<1

On en déduit que :
VneN* Vze[le], 0 <(n(z))"" <(In(z))"

Par croissance de l'intégrale (car 1 < ¢), il vient :
VneN*,  0< f (In(z))"dx < f (In(z))"dx
1 1
c-a-d que:

VneN*,  0<In <1,

On en déduit que (1,,),en+ est minorée par 0 et décroissante. Donc (/,,),en+ converge.

b) Posons pour tout z € [1,¢e] :
u(x) =x et v(z) = (In(z))"!
donc w(z)=1 et v(z)= (” 5D )y

u et v sont des fonctions de classe C! sur l'intervalle [1, e], donc une intégration par parties donne :

f (In(x))"* dz = [2(In(z))™] = (n +1) f (In(z))"de

Onobtient: I,,,; =e— (n+1)1,.

¢) Onavuena)que:VnelIN*,0<1,
Par ailleurs, on en déduit avec b) que :

;o _pn e
" n+l n+l " n+1
On a bien .
Vn e N~, 0<I,<
n+1
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d) D’aprés le théoréeme de Gendarme, et fait que :

e =

lim 0
n—+oo ’]’L +
Alors
lim I,=0

n—+oo

D’autre part, on a vu dans la question ¢) que

e I e
_n+1<

1, = <
n+l n+1 n+l

etcomme lim e-1I,,; =0etn+1~n.Alors, on trouve I’équivalence simple suivante :

n—>+00

I, ~—
n

Exercice.8: (Intégrale de Wallis)
Pour tout n € N, on pose

I, = f * sin”(t)dt.
0
a) Calculer I, et I;.
b) Demontrer que la suite (1,,),, est décroissante et en déduire qu’elle converge.
¢) A l'aide d'une intégration par parties, donner une relation de récurrence entre I, et I,,5.

d) En déduire une expression de /,, en fonction de n (on distinguera les cas n pair et n impair).

................................................................... »C:'ORRECtiOn de Exo-8 /

Pour tout n € N, on pose

™

I, = fisin"(t)dt.
0

a) Calculons I, et I. En effet

Iozfisino(t)dt:fidt:z
0 0 2

L= [og sin'(¢)dt = [~ cos(t)]og =1

b) Etudions la convergence de la suite (1,,),, .
b) Pour tout t € [0, 5], ona:0 <sin(t) < 1.
On en déduit que :

VneN, WGmgL 0 < (sin(t))™! < (sin(¢))"

Par croissance de l'intégrale, il vient :

VneN, Ogﬂg@mwwﬂglg@mow

On en déduit que (1,,) ey est décroissante et minorée par 0. Par conséquent, elle converge.
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) Alaide d’une intégration par parties, en posant pour tout ¢ € [0, Z]

{ u(t) = —cos(t) et v(t) =sin™(t)
u'(t) = sin(t) et v(t) = (n+1)cos(t)sin"(t)

u et v sont de classe C' sur [0, 5], donc une intégration par parties donne :

™

f02 sin"*2(t)dt = ./og sin"*(¢) sin(t)dt = [— cos(t) sin”Jrl(t)]Og + [Og(n +1) cos?(t) sin™(t)dt

:(n+1)[ogcos,2(t)sin"(t)dt:(n+l)fog(l—sinz(t))sin”(t)dt

:(n+1)[0gsin”(t)dt—(n+1)f0gsin”*(t)dt

On obtient :

In+2 = (n + 1)171 - (n + 1)In+2

D’ot1 finalement

n+1
Inio = In
2 + 2
d) Distinguons les cas n pair et n impair.
e Sin=2p,alors
2p+1
In+2 = [2p+2 = 2]9—+2 2p
ou encore
2p-1 2p-1 2p-3 1
Igp = P I2p—2 = P X P X —]0
2p 2 2p—2
Donc :
_ (@)t
Tar(pl)? 2
e Sin=2p+1,alors
2 2 2p -2 2
]2p+1:_p]2p_1: P P2 2L
2p+1 2p+1 2p-1 3
qui donne
oo Al
T (2p+ 1)
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Exercice.9 : Soit f une fonction continue et positive sur [a, b]. On définit la fonction F sur [a,b] par :

V€ [a,b], F(a:):faxf(t)dt

a) Montrer que F est croissante sur [a, b].
b) Montrer que si F'(b) = 0 alors F est nulle sur [a, b].
¢) En déduire une démonstration de la propriété de stricte positivité de I'intégrale énoncé dans le cour.

Application : Soient (a,b) € R? tel que a < b et P un polyndéme a coefficients réels. On suppose que
fab(P(t))th = 0. Montrer que P est le polynome nul.

................................................................... ,CORRECtion deExo9 /7

a) f est continue sur [a,b]. D’apres le théoréeme fondamental de I'intégration, F' est 'unique primitive
de f sur [a,b] s'annulant en a. On a donc F’ dérivable sur [a,b] et F’ = f ,or f est positive sur [a, b],
donc F est croissante sur [a,b].

b) F étant croissante sur [a,b], ona:
Vr € [a,b], F(a) <F(z)<F(b)
Or F s’annule en a et on suppose de plus que F'(b) = 0. On a donc :
Va € [a,b], F(z)=0

c’est-a-dire I’ est nulle sur [a, b].

¢) On est sous les mémes hypotheses que le théoreme de stricte positivité : f est continue et positive sur
[a,b] olta < b.

> On veut montrer que :

b
f f(t)dt=0 < [ estnullesur [a,b]

e si f est nulle sur [a,b] alors son intégrale sur [a,b] est nulle. o étudions la réciproque : si
fabf(t)dt = 0, cela signifie que F'(b) = 0. D’apres b), F' est alors nulle sur [a,b], donc sa
dérivée [ est nulle sur [a,b].

> On veut maintenant montrer que:

b
f f(t)dt>0 < f estnonnullesur [a,b]

Si deux assertions sont équivalentes, alors leurs négations sont équivalentes. Ce que 1’'on vient
de démontrer nous donne donc :

b
(a1) f f(t)dt+0 < f estnonnullesur [a,b]

Or [ étant positive sur [a,b], la positivité de 'intégrale (a ne pas confondre avec la stricte
positivité) donne : / b f(t)dt>0
Par conséquent '
b b
(a5) f F(OdE£0 = f F(£)dt > 0

D’apreés les relations (#;) et (#2), on déduit que

b
J[ f(t)dt >0 < f estnonnullesur [a.b]
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Application : La fonction t — P2(t) est continue et positive sur [a, b] et. Ainsi, de [ab p?(t)dt = 0, on déduit
que :
Vtela,b], P*(t)=0, donc Vte[a,b], P(t)=0

Donc tout élément de [a,b] est racine de P. On obtient une infinité de racines pour P, P est donc le
polynéme nul.

Quelques primitives immédiates

1 O-dx=c ER 8 dx =tanx +c

(1) Jo-ax=c (cER) (8) —=
1

2 cdx = ER 9 dx =—cotx +c

2) fa X =ax+c (a ) (2] J‘Sinzx

n+l
3) fx"dx - :+ ; +c (n=-1) (10) f\/ldex =arcsinx + ¢
1 1

4) —dx =Inlx|+c 11) ——dx =—arccosx + ¢

( ¥ - [+ ( J+——

(5) fe"dx=e"+c (12) fl : - dx =arctanx + ¢
2

(6) fsinx-a’x=—cosx+c’ (13) J-l : s dXx = —arccotx + ¢
+ X

(7 fcosx-dx:sinx+c

Quelques Primitives quasi immédiates

[f@]™

n+l1

(14) @] - f(x)-dx= +e (n=-1)

(15)  [e'™ fi(x)-dr=e""+c

(16) ff(x)dx In|f (x)| + ¢

(17)  [sinf(x)- f'(x) dx==cos f(x) +c
(18)  [cos f(x): f'(x)dx=sin f(x)+c
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