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Applications multilinéaires :
Définition :
Soient E1, . . . , En et F des K−espaces vectoriels, une application f de E1, · · · , En à valeur dans
F est dite linéaire si elle est linéaire par rapport à chacune de ses variables.
∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀(x1, . . . , xn) ∈ E1×, · · · × En, ∀y ∈ Ei, ∀α ∈ K :

f (x1, . . . , αx + y, . . . , xn) = αf (x1, . . . , x, . . . , xn) + f (x1, . . . , y, . . . , xn)

C’est-à-dire : ∀i ∈ {1, . . . , n} :

fi : Ei −→ F

x 7−→ fi(x1, . . . , x, . . . , xn)

Est linéaire pour la ie composante.
Si E1 = · · · = En alors f est dite n-linéaire.
Si F = K alors f est dite forme n-linéaire.
Si n = 2 alors f est dite bilinéaire.
Exemples :
Soit [a, b] ⊂ R une partie non vide de R et F = L ([a, b]) ensemble des fonctions intégrables en
[a, b], alors :

φ :

 Ln ([a, b]) −→ R

(f1, f2, . . . , fn) 7−→
ˆ b

a

f1f2 . . . fn

Est n-linéaire, en effet : Soient (f1, f2, . . . , fn, g) ∈ L(n+ 1) ([a, b]) , α ∈ K et ∀i ∈ {1, . . . , n} :

φ (f1, . . . , αfi + g, . . . , fn) =

ˆ b

a

f1f2 . . . (αfi + g) . . . fn

= α

ˆ b

a

f1f2 . . . fi . . . fn︸ ︷︷ ︸
φ(f1,...,fi,...,fn)

+

ˆ b

a

f1f2 . . . g . . . fn︸ ︷︷ ︸
φ(f1,...,g,...,fn)

= αφ(f1, . . . , fi, . . . , fn) + φ(f1, . . . , g, . . . , fn)

On considère l’application suivante :

φ :


Rn −→ R

(x1, x2, . . . , xn) 7−→
n∏

i=1

xi

Est n-linéaire :

φ(x1, x2, . . . , αxi + y, . . . , xn) = x1x2 . . . (αxi + y) . . . xn

= αx1x2 . . . xi . . . xn︸ ︷︷ ︸
φ(x1,...,xi,...,xn)

+ x1x2 . . . y . . . xn︸ ︷︷ ︸
φ(x1,x2,...,y,...,xn)

= αφ(x1, . . . , xi, . . . , xn) + φ(x1, . . . , y, . . . , xn)
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Applications multilinéaires symétriques et antisymétriques :

Définition :
Une application f n-linéaire de En dans F est dite symétrique si :

∀(x1, . . . , xn) ∈ En, ∀σ ∈ Sn : f(x1, . . . , xn) = f
(
xσ(1), . . . , xσ(n)

)
L’ensemble des applications n-linéaires symétriques de E dans F est Sn(E,F ).
Une application f n-linéaire de En dans F est dite antisymétrique si :

∀(x1, . . . , xn) ∈ En, ∀σ ∈ Sn : f
(
xσ(1), . . . , xσ(n)

)
= ε(σ)f(x1, . . . , xn)

L’ensemble des applications n-linéaires antisymétriques de E dans F est An(E,F ).
Exemples :
Le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique : u.v = v.u
Le produit vectoriel est une forme bilinéaire antisymétrique : u ∧ v = −v ∧ u

Applications multilinéaires alternées :

Définition :
Soit f : En −→ F une application n-linéaire, f est dite alternée si l’image par f de toute famille
contenant deux fois le même vecteur est nul : ∀xi ∈ E, i ∈ {1, . . . , n} : ∃i 6= j tel que :

xi = xj =⇒ f(x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn) = 0

L’ensemble des applications alternées de E → F est Λn(E,F ) si de plus F = K alors l’ensemble
est Λ∗

n(E).
Exemples :
Le produit vectoriel est une forme bilinéaire alternée car : u ∧ u = 0.
L’application φ définie par :

(Rn)n −→ R
(x1, . . . , xn) 7−→ det(x1, . . . , xn)

Proposition : Soit f ∈ Λn(E,F ) :
Si (xi)1≤i≤n ∈ En est une famille liée alors :

f(x1, . . . , xi, . . . , xn) = 0

Preuve :
La famille (xi)1≤i≤n est liée c’est-à-dire : xi =

∑
αjxj, et par suite :

f(x1, . . . , xi, . . . , xn) = f(x1, . . . ,
∑

αjxj, . . . , xn)

=
∑
j ̸=i

αj f(x1, . . . , xj, . . . , xn)︸ ︷︷ ︸
0

= 0

Proposition :Soient f ∈ Λn(E,F ), (xi)1≤i≤n ∈ En et (αi)1≤i≤n ∈ Kn :

f(x1, . . . , xi +
∑

αjxj, . . . , xn) = f(x1, . . . , xi, . . . , xn)

Preuve :

f(x1, . . . , xi +
∑

αjxj, . . . , xn) = f(x1, . . . , xi, . . . , xn) + f(x1, . . . ,
∑

αjxj, . . . , xn)︸ ︷︷ ︸
0

= f(x1, . . . , xi, . . . , xn)
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Matrice d’une forme bilinéaire :

Soit E un K−espace vectoriel de dimension n, muni de la base B = (e1, . . . , en). Soit φ une forme
bilinéaire sur E, la matrice de la forme bilinéaire φ dans la base B est :

A =


φ(e1, e1) φ(e1, e2) . . . φ(e1, en)
φ(e2, e1) φ(e2, e2) . . . φ(e2, en)

... ... . . . ...
φ(en, e1) φ(en, e2) . . . φ(en, en)


Définition :
La matrice MB(f) dans la base B est la matrice de taille n × n qui a pour coefficient f(ei, ej)
(avec i la numéro de la ligne et j le numéro de la colonne.)

Si X =

x1
...
xn

 et Y =

y1
...
yn

 sont deux éléments de E alors :

f(X,Y ) = tXMB(f)Y

Inversement : Si M ∈ Mn(K) et f : (X,Y ) 7→ tXMY où X et Y sont des vecteurs de E dans
la base B. Est une forme bilinéaire de E et M = MB(f).
Proposition : f est symétrique si et seulement si MB(f) est symétrique.

Exemple : Soit E = R2 et M =

(
3 1
1 −2

)
la matrice dans la base canonique de la forme

bilinéaire f : R2 × R2 → R tel que :((
x1

x2

)
,

(
y1
y2

))
7−→ 3x1y1 − 2x2y2 + x1y2 + x2y1

En effet on a :

(x1 x2)

(
3 1
1 −2

)(
y1
y2

)
= (3x1 + x2 x1 − 2x2)

(
y1
y2

)
f(X,Y ) = 3x1y1 + x2y1 + x1y2 − 2x2y2

Soient B′ une autre base de E et P la matrice de passage de B à B′.
Proposition :
Soit X et X ′ les vecteurs de coordonnées exprimées respectivement dans B et B′. Alors :

X = PB→B′X ′

Soit u un endomorphisme de E, M et M ′ sont les matrices de u respectivement dans B et B′.
Alors :

M ′ = P−1MP

Changement de base pour les formes bilinéaires :

La matrice de la forme bilinéaire dans la nouvelle base B′ est :

MB′(f) = tPMB(f)P

Preuve : Soient X et Y (resp X ′ et Y ′) les vecteurs de coordonnées dans B (resp dans B′) on a :
tX ′MB′Y =t XMBY

= t (PX ′)MB(f)(PY ′)

= tX ′ (tPMB(f)P
)
Y ′

D’où par identification :
MB′(f) = tPMB(f)P
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Déterminants :
Déterminant d’une famille de vecteurs :

Soit B = (e1, . . . , en) une base de E, F = (X1, . . . , Xn) une famille de vecteurs de E :A = (aij) = MB(X1, . . . , Xn) ∈ Mn(K).
On appelle déterminant la famille F dans la base B le scalaire :

detB(X1, . . . , Xn) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏

i=1

aσ(i)i

Proposition : Si B = (e1, . . . , en) est une base de E, alors : detB(B) = 1
Preuve :
On a :

MB =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 0 1

 = δij =

{
1 Si i = j

0 Sinon

Donc :

detB(e1, . . . , en) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏

i=1

aσ(i)i

Or :
n∏

i=1

aσ(i)i =

{
1 Si σ = Id
0 Sinon

Donc :
detB(B) = ε(σ)× = 1

Théorème : Soit B = (e1, . . . , en) une base de E.
L’application : detB : En → K est une forme n-linéaire alternée non nulle, de plus Λ∗

n(E) des
formes n-linéaires alternées sur E est une droite vectorielle : Λ∗

n(E) = Vect (detB).
Corollaire : Soit :

detB : En → K
(X1, . . . , Xn) 7→ detB(X1, . . . , Xn)

1. detB est une forme n-linéaire.
2. detB est alternée : detB(X1, . . . , Xn) = 0 ⇐⇒ (X1, . . . , Xn) est liée.
3. detB est antisymétrique.
4. L’ensemble Λ∗

n(E) est la droite vectorielle engendrée par detB, c’est-à-dire :

dim (Λ∗
n(E)) = 1 et ∀φ ∈ Λ∗

n(E) On a : ∃!λ ∈ K : φ = λdetB

Preuve : On a detB(B) = 1, donc detB est non nulle.
Montrons qu’il s’agit d’une application n-linéaire.
Soit j ∈ {1, . . . , n} montrons qu’il est linéaire pour la je colonne. Soit :

X1 =

x11
...

xn1

 , . . . , Xj =

x1j
...

xnj

 , Xn =

x1n
...

xnn

 , et , Yj =

y1j
...

ynj

 ∈ E et α ∈ K

detB(X1, . . . , αXj + Yj, . . . , Xn) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)xσ(1)1 . . .
(
αxσ(j)j + yσ(j)j

)
. . . xσ(n)n

= α
∑
σ∈Sn

ε(σ)xσ(1)1 . . . xσ(j)j . . . xσ(n)n +
∑
σ∈Sn

ε(σ)xσ(1)1 . . . yσ(j)j . . . xσ(n)n

= αdetB(X1, . . . , Xj, . . . , Xn) + detB(X1, . . . , Yj, . . . , Xn)
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Donc detB est une forme n−linéaire.
Montrons que detB est alternée. Soit (X1, . . . , Xn) ∈ En tel que ∃i 6= j : Xi = Xj, soit τ = (i j),
on a :

detB(X1, . . . , Xn) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)xσ(1)1 . . . xσ(n)n

=
∑

σ∈Sn\An

ε(σ)xσ(1)1 . . . xσ(n)n +
∑
σ∈An

ε(σ)xσ(1)1 . . . xσ(n)n

Or :

φ : Sn \ An → An

σ 7→ σ ◦ τ

Est une bijection, donc :∑
σ∈Sn\An

ε(σ)xσ(1)1 . . . xσ(n)n =
∑
σ∈An

ε(σ ◦ τ)xσ◦τ(1)1 . . . xσ◦τ(n)n

Or Xi = Xj donc ; xσ◦τ(k)k = xσ(k)k ∀k /∈ {i, j} et :

xσ◦τ(j)j = xσ(i)j et xσ◦τ(i)i = xσ(j)i

De plus ε(σ ◦ τ) = ε(σ)× ε(τ) = −ε(σ), donc :∑
σ∈Sn\An

ε(σ)xσ(1)1 . . . xσ(n)n = −
∑
σ∈An

ε(σ)xσ(1)1 . . . xσ(n)n∑
σ∈Sn\An

ε(σ)xσ(1)1 . . . xσ(n)n +
∑
σ∈An

ε(σ)xσ(1)1 . . . xσ(n)n = 0

detB(X1, . . . , Xn) = 0

D’où detB(X1, . . . , Xn) est alternée.
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