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Applications multilinéaires :

Définition :

Soient Fi, ..., E, et F' des K—espaces vectoriels, une application f de FEi,--- , E, a valeur dans
I est dite linéaire si elle est linéaire par rapport a chacune de ses variables.
Vie{l,...,n},Y(x1,...,2,) € E1X, -+ X E,,Vy € E;,Va € K:

f(ry,..,ax+y,...;xn) =af (x1,. .. 2, ., x,) + [ (21,0 Y, ., 2)
Clest-a-dire : Vi € {1,...,n} :

x> fi(zy, ... 2, xy)

Est linéaire pour la ¢ composante.
Si By =---=FE, alors f est dite n-linéaire.
Si F' =K alors f est dite forme n-linéaire.
Sin =2 alors f est dite bilinéaire.
Exemples :
Soit [a,b] C R une partie non vide de R et F' = L ([a,b]) ensemble des fonctions intégrables en
[a, b], alors :
L™ ([a,b]) — R

b
Frofores fo) H/flfQ...fn

Est n-linéaire, en effet : Soient (fi, fa,..., fa,g) € L'n +1)([a,b]),a € Ket Vi € {1,...,n} :

@

QO(fl,...,Oéfi—i-g,..., /f1f2 ozfz—i—g)
—04/ fifeoo S fn /f1f2
O(f1yees fI ..... ) e(f1senGens In)

(f1,~--,fi,~~,fn)+<P(f17---,g,~--,fn)

On considere 'application suivante :

R"™ — R
@ -
(1'1,552, xn) 7 sz
=1
Est n-linéaire :
(1, Ty QT+ Y, Ty) = 21T .. (YY) LTy,
= Ty €T; x,3+331372 7 T,
VvV Vv

O(@1, e Ty T o(@1,@2,. Y, Tn)


https://discord.gg/Zy2rwPHA

Applications multilinéaires symétriques et antisymétriques :

Définition :
Une application f n-linéaire de E™ dans F' est dite symétrique si :

V(xi,...,x,) € E" VYo € Syt f(x1,...,2,) = f (xg(l), . ,xg(n))

L’ensemble des applications n-linéaires symétriques de E dans F est S, (E, F).
Une application f n-linéaire de £™ dans F est dite antisymétrique si :

V(z1,...,2,) € E" Yo €S, : f (xg(l), . ,:cg(n)) =ce(o)f(x1,...,2,)

L’ensemble des applications n-linéaires antisymétriques de E dans F' est A, (E, F).
Exemples :

Le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique : u.v = v.u

Le produit vectoriel est une forme bilinéaire antisymétrique : u Av =—v Au

Applications multilinéaires alternées :

Définition :
Soit f: E™ — F une application n-linéaire, f est dite alternée si 'image par f de toute famille
contenant deux fois le méme vecteur est nul : Va; € E,i € {1,...,n}:3i # j tel que :

v =x; = f(T1,...,Ti ..., Tj,...,Tp) =0

L’ensemble des applications alternées de E — F est A, (E, F') si de plus F' = K alors I’ensemble
est A (E).
Exemples :
Le produit vectoriel est une forme bilinéaire alternée car : u A u = 0.
L’application ¢ définie par :
(R")" — R
(1, ..., xp) —> det(xy,...,z,)

Proposition : Soit f € A, (E, F) :
Si (x;)1<i<n € E™ est une famille liée alors :

flzy, ...,z .. 2n) =0
Preuve :
La famille (z;)1<i<n est liée c’est-a-dire : x; = 5 a;jz;, et par suite :
flxy, ..o miy. ) = fx,. .. E QTj, ..., T

= E CV]'\ $1,...,1‘j,...,$n)l

J#i o
=0

Proposition :Soient f € A, (E, F), (2;)1<i<n € E™ et (;)1<i<n € K" :

flz,. .. xz—i—z%x],..., = f(x1,..., 2. .. xy)
Preuve :
flxq,... xz—l—z%x],..., )= f(x1,. ., Tiye oy T) + fag, .. Za]m],...,xn)
_f(xla' y L, a‘rn)



Matrice d’une forme bilinéaire :

Soit £ un K—espace vectoriel de dimension n, muni de la base B = (ey, ..., e,). Soit ¢ une forme
bilinéaire sur F, la matrice de la forme bilinéaire ¢ dans la base B est :

pler,er) glerea) ... @ler,en)
A @(62, 61) 90(627 62) e 80(62, €n)
olen,e1) @len,e2) ... olen, en)

Définition :
La matrice Mp(f) dans la base B est la matrice de taille n X n qui a pour coefficient f(e;, e;)
(avec i la numéro de la ligne et j le numéro de la colonne.)

I Y1
SiX=]:|etY =] : | sontdeux éléments de E alors :

Tn Yn
fXY) = "XMs(f)Y

Inversement : Si M € M,,(K) et f: (X,Y)— 'XMY ou X et Y sont des vecteurs de E dans
la base B. Est une forme bilinéaire de E et M = Mp(f).
Proposition : f est symétrique si et seulement si Mp(f) est symétrique.

Exemple : Soit £ = R? et M = (3 1

1 _2> la matrice dans la base canonique de la forme

bilinéaire f : R? x R? — R tel que :

T
(( 1) ; (y1>) > 3T1y1 — 2Ty + T1Ye + Loyt
o) Y2
3 1 Y\ _ o Y1
(l‘l I'Q) (1 _2) (yZ) = (31’1 +x9 I 21’2) (y2)

F(X,Y) = 3z1y1 + oy + 21y — 222y2

En effet on a :

Soient B’ une autre base de F et P la matrice de passage de B a 5'.
Proposition :
Soit X et X’ les vecteurs de coordonnées exprimées respectivement dans B et B’. Alors :

X =PgpX'
Soit u un endomorphisme de E, M et M’ sont les matrices de u respectivement dans B et B'.
Alors :

M =P'MP
Changement de base pour les formes bilinéaires :
La matrice de la forme bilinéaire dans la nouvelle base B’ est :

Mg (f) = "PMg(f)P
Preuve : Soient X et Y (resp X’ et Y”) les vecteurs de coordonnées dans B (resp dans B') on a :
X'MgY =' XMgY
= ' (PX') Ms(f)(PY")
=X’ (tPMB(f)P) Y’

D’ou par identification :
Mg (f) = "PMg(f)P



Déterminants :

Déterminant d’une famille de vecteurs :

Soit B = (e, ...,e,) une base de E, F = (Xj, ..., X,,) une famille de vecteurs de £ :A = (a;;) = Mg(Xy,...

On appelle déterminant la famille F dans la base B le scalaire :

det(X1,.... X,) = Y £(0) [ [ aow

oeSNn i=1

Proposition : Si B = (ej,...,¢e,) est une base de E, alors : detg(B) =1

Preuve :
On a:
10 ... 0
01 ... 0 1 Sit=jy
Mp=1. . | =95 = 1 e
I 0 Sinon
00 0 1
Donc : .
detg(er, ... en) = Y (o) [ [ aoey
ocESN =1
Or:
“ 1 Sio=1Id
Hacr(i)i = 0 S
paley inon
Donec :

detg(B) =¢e(0)x =1

Théoréme : Soit B = (ey,...,e,) une base de E.

L’application : detg : E™ — K est une forme n-linéaire alternée non nulle, de plus A*(FE) des
formes n-linéaires alternées sur E est une droite vectorielle : A% (E) = Vect (detg).

Corollaire : Soit :

detB : E"— K
(Xl, C ,Xn) — detB(Xl, - 7Xn)
1. detg est une forme n-linéaire.
2. detp est alternée : detp(X,...,X,) =0<= (Xy,...,X,) est liée.

3. detp est antisymétrique.
4. I’ensemble A% (E) est la droite vectorielle engendrée par detg, c’est-a-dire :

dim(Ar(E)) =1 et YVpe AL (E) Ona: JNeK: p=Adetg

Preuve : On a detg(B) = 1, donc detg est non nulle.
Montrons qu’il s’agit d’une application n-linéaire.

Soit j € {1,...,n} montrons qu’il est linéaire pour la j¢ colonne. Soit :
T T1j Z1in Y1;

Xl: 7"'7Xj: 7Xn: 7et,Y}: el et aceK
Tnl Tnj Tnn Ynj

detB(Xl, . ,Osz + Y}, . ,Xn) = Z 8(0)1‘0(1)1 e (a:va(j)j + yg(j)j) - To(n)n

oS,
= Z €(U)Ig(1)1 R .CL’U(])] Ce xa(n)n + Z 5(0')1’0—(1)1 R yU(])j R xa(n)n
UGSn UESn

:adetB(Xl,...,Xj,...,Xn)+detB(X1,...,Yj,...,Xn)

Y



Donc detg est une forme n—Ilinéaire.
Montrons que detg est alternée. Soit (X7,...,X,) € E™ tel que 3i # j: X; = X}, soit 7 = (i j),
ona:

detB(Xl, ce ,Xn) = Z 8(0’):[‘0(1)1 .. ..Z'U(n)n

cESH
= Z 8(0’).%0(1)1 e To(myn T+ Z 6(0‘)1‘0(1)1 - To(n)n
c€S\An ocEAn,

Or:

o:S, \ A, — A,

O 00T

Est une bijection, donc :

Z 5(0’)1’0(1)1 -« Lo(n)yn = Z €<U © 7-)xcrm'(l)l -+« Loor(n)n

O'Gsn\.An CTE.An
Or X; = X donc ; Toor(kyk = Tk VE ¢ {1,7} et :

Toor(j)j = To(i)j €6 Toor(i)i = To(j)i

De plus (o0 o 7) = €(0) x e(1) = —¢(0), donc :
Z 8(0')%'0(1)1 <o To(p)n = — Z 8(0’)1’0(1)1 - To(n)n
ceS\An oc€A,
Z 6(0’)%0(1)1 -« Lo(n)n + Z 6(0’)1'(7(1)1 < To(n)n = 0
€S\ An €A

det(X1,...,X,) =0

D’ou detp(X7, ..., X,) est alternée.



