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Chapitre

Application multilinéaire-Déterminants

1.1 Application multilinéaire

Soit K un corps commutatif (R ou C par exemple).

Soient (E;)ieq1,..n} €t I des K-espaces vectoriels.

Définition 1.1.1 = n
Une application f : HE’ — F est n-linéaire si pour tout (x;)i<n € HEi’ Papplication
i=1 i=1
n
fj : H E, — F
i=1
i3

T — f(T1, e T—1, Ty Ty oy X))

est linéaire.

e SiE=F| =Fy=---= FE,. On dit que que f est une application n-linéaire sur E.
e Si F =K, alors f est appelée une forme n-linéaire.

e Sin =2, on parle d’application bilinéaire.

Exemples 1.1.2
1) Soient ]a,b] un intervalle non vide de R et E l'espace vectoriel des fonctions réelles
d’une variable réelle, intégrables sur |a,b[, g un élément de E. L’application

o :  E" — K
b
Froo fu) / (@) f1(2) - fulw)da

est n-linéaire sur E. En effet :
VA eR, Y(fi, ..., fn) € E", Yie{l,..,n}, Vg€ E,

So(fb 7>\fl +g77fn) = )\QO(fl, 7fn) + So(fla "'7f7§717.g7 f’i+1"'7fn)‘
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2) Soient E=F =K et n € N*.
L’application
v : Kx.--xK — K
(1, ey Tn) > @(T1, ey xy) =x1 22+ - T
est une forme n-linéaire sur K, en effet Vi € {1,...,n}, lapplication partielle
v + K — K
T o (X1 ey T 1, Ty Tt 1y ooy T

avec (T1, ..., Ti_1, Tit1, ..., Tn) fixé dans K1, est linéaire puisque
o(r) =ar avec a = 1+ Tij—1 Tit1 - Tn.
3) Si E = R?, le produit scalaire (ii,7) — i - T est une forme bilinéaire.
Remarques 1.1.3

1) Sin =1, une application 1-linéaire de E dans F est tout simplement une application
linéaire de E dans F.

2) Pour n > 2, une application n-linéaire n’est pas nécessairement linéaire.

1.1.1 Groupe de permutation

Définition 1.1.4

On appelle permutation de I’ensemble d’entiers {1,...,n} un arrangement de ceux-ci sans
omissions ou répétitions : Autrement dit, une permutation est une bijection de {1,...,n}
dans lui méme.

. . . 1 2 .-
Une permutation quelconque o de {1, ...,n} sera notée o = (j1, ..., jn) ou ( i ]n>
1 J2 0 In
et signifie que j1 = o(1), jo = 0(2),...,Jn = o(n).
L’ensemble de toutes les permutations de n éléments sera noté Sy,.

Exemples 1.1.5
1) L’ensemble {1,2} admet deux permutations :

o1 =(1,2) et o2 =1(2,1).
2) L’ensemble {1,2,3} admet 6 permutations & savoir :

(123), (132), (213), (231), (312), (321).

3) En général, I'ensemble {1,...,n} admet n! = 1-2---n permutations, en effet : Pour
le premier nombre on a n possibilités, pour le deuxiéme on a (n — 1) possibilités, et
ainsi de suite donc le nombre de permutations est n(n —1)(n —2)---2-1=mnl.

Définition 1.1.6
On dit qu’une application n-linéaire de & dans F' est symétrique si :

Yo € S, V(Qﬁl, ,xn) e E", (,0(1‘0(1), ...,.Z‘U(n)) = gO(.CL‘l, ,.Z‘n)
On note S, (E, F') I'ensemble de ces applications.

Algébre 2



) CHAPITRE 1. APPLICATION MULTILINEAIRE-DETERMINANTS

Définition 1.1.7

Dans une permutation, on a une inversion si un nombre plus grand précéde un nombre
plus petit.

De maniére plus précise, le nombre d’inversions d’une permutation (j1, ..., jn) est la somme

du :
— nombre de successeurs de j1 plus petits que j1, plus

— nombre de successeurs de jo plus petits que jo, plus

— nombre de successeurs de j,—1 plus petits que j,_1.

Exemples 1.1.8
1) La permutation (4 2 5 3 1) contient 7 inversions. En effet : Il y a 3 successeurs plus
petits que 4, 1 successeur de 2 plus petit que 2, 2 successeurs de 5 plus petits que 5,
1 successeur de 3 plus petit que 3 et pas de successeur de 1 plus petit que 1, donc la
somme est 7.

2) La permutation (15326 7 4) contient : 0+3+1+0+ 1+ 1+ 0= 6 inversions.

Définition 1.1.9

Une permutation ayant un nombre pair d’inversions est appelée permutation paire, sinon
elle est dite impaire.

1 si o est pair

La signature de la permutation o est : sign(o) = (o) = ) ) o
—1 si o est impair

Exemples 1.1.10
1) Si 0=(42531),alors e(0) = (—1)" = —1.

2) Si 0=(1532674),alors (o) = (-1)% = 1.

3) OnaSs={(123), (132), (231), (213), (312), (321)}.
e(123)=1, £(132)=-1, £231)=1, £(213)=-1,
e(312)=1, £(321)=-1.

Proposition 1.1.11
S, est un groupe pour la loi de composition des applications.

Soit X = {x1,...,x,} un ensemble de cardinal n, ’ensemble des bijections de X dans lui
méme est aussi un groupe pour la loi de composition des applications appelé groupe des
permutations de X et qui est isomorphe

aSy.

Remarque 1.1.12
Sin > 3, S, n’est commutatif, en effet, on a;

(1,3)(2,3) = (132) et (2,3)(1,3)=(123).

Algébre 2
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1.1.2 Application multilinéaires symétriques et antisymétriques

Définition 1.1.13
1) Soit f une application n-linéaire de E dans F, f est dite symétrique si :

Yo e Sy, V(.’El, ...,.’L'n> € E", QO(.’L'U(l), ...,!L’a(n)) = (p(.)?l, ...,.I‘n).

On note S,,(F, F') I'ensemble de ces applications.

2) f est dite antisymétrique si :
Vo € Sp, V(21,.,70) € B, 0(To(1)s s To(n)) = €(0) 9(@1, ..., Tn).
On note A, (E, F) I'ensemble de ces applications.

Exemples 1.1.14
1) SiE=F=KetneNetpxy,..z,) =21 2y,, alors d’aprés la commutativité
de la multiplication de K, Papplication ¢ est symétrique.

2) Dans R?, le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique.

3) Le produit vectoriel dans le plan est une forme bilinéaire antisymétrique, en effet, on
a: Sy={Id, 7} avecT = (2,1).

e Sio=1d, UNT=¢€(o)UNT .

o Sio=r, TAU=—-UNT=¢e(0)UNT .

Définition 1.1.15
Une transposition est une permutation qui consiste a échanger deux éléments entre eux et
laisser les autres inchangés.

Proposition 1.1.16
Soit ¢ une application n-linéaire de F dans F'.
@ est symétrique ( respectivement antisymétrique) si et seulement si :

V(z1,...,xn) € E™, VT transposition de {1,...,n}
O(Tr(1)s s Tr(n)) = Q(T15 05 Tn)-
( respectivement O(Tr(1)s s Tr(n)) = —P(T1, 0y Tn) )

1.1.3 Applications multilinéaires alternées

Définition 1.1.17
Une application n-linéaire ¢ de E dans F est alternée si ¢ s’annule sur toute famille
contenant deux fois le méme vecteur. Autrement dit :

V(21, .y xn) € B", Ji £ €{1,...,n}?) z;=x; = @o(x1,...,7,) = Op.
L’ensemble de ces applications est noté A, (E, F).

Si F =K, on le note A} (E) = A, (E,K).

Algébre 2



7 CHAPITRE 1. APPLICATION MULTILINEAIRE-DETERMINANTS

Exemple 1.1.18
Le produit vectoriel est une application bilinéaire alternée, en effet, on a :

@A =0.
Proposition 1.1.19
Soit ¢ une application n-linéaire alternée de E dans F. Si (z1,...,zy) est une famille liée,
alors p(z1,...,xy) = 0.

Preuve.

Supposons que (z1, ..., Z,) est liée, alors

i € {1,...,71} / T; = Z)\jxj.

JF

Donc,

(1, ooy ) = (21, oory Ti—1, g NjZj, Tig1s oy Tny)
JFi
= E )\jcp(xl,...,xi_l,xj,xi+1,...,xn).
J#i

Or, la famille (1, ...,x—1, ®j, ®it1,..., %) contient deux fois x; et comme ¢ est alternée,
alors ¢($17"')xi—17xjaxi+17-wxn) :OF, VJ 7é7,
Par conséquent,  ¢(z1,...,2n) = Op.

Théoréme 1.1.20
Soit ¢ une application n-linéaire de F dans F. Les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1) ¢ est antisymétrique.

2) ¢ est alternée.

Proposition 1.1.21

Soient ¢ une forme n-linéaire alternée sur E, (x;)i<n, € E™ et (\j)j2 € K"!, on a :
i<n

gD((El, ceey Tj E /\j.%’j , Tit1, ,xn) = go(a:l, ,a:n)
J#i
Preuve.

On a:

(T, ey x4+ Z)\jxj S it 1y oy Tn) = (X1, ooy ) + (21, .o, Z)\jxj STy ey Ty
J#i J#i

= (1, e, Tp) (car (1, ..., Z)\jxj L1y ey Tny) €SL liée).
J#i

Algébre 2
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1.1.4 Matrice d’une forme bilinéaire

Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie n,
B = (e1,...,e,) une base de E et f une forme bilinéaire sur E.

Définition 1.1.22
La matrice Mp(f) dans la base B est la matrice n X n (i.e Mp(f) € M, (K)) qui a pour
coefficients f(e;, ej) (i numéro de la ligne et j numéro de la colonne ).

1 N
SiX=|:|etY=| : | sontdeux éléments de E, alors

Tn Yn
f(X,Y) = "X Mp(f)Y
Y1

= (21, ..., zn) MpB(f)
Yn

Inversement, si M € M,,(K) alors f: (X,Y)+— X MY avec
L1 Y1
X=]:]etY=/| : | sontdes vecteurs de E exprimés dans la base B de E, est une

Tn, Yn
forme bilinéaire de E et M = Mp(f).

Proposition 1.1.23
f est symétrique si et seulement si Mp(f) est symétrique.

Exemple 1.1.24
Soit E =R?, M = ( 1 2> est la matrice dans la base canonique de la forme bilinéaire

symétrique :

f R? x R? — R

x1 Y1
( ( ) ; ( ) ) > 3T1y1 — 2T2y2 + T1Y2 + Toy1.
€2 Y2

3 1 Y1
En effet, on a :  (x1,x2) ( ) 2) (y ) = 3x1y1 — 2T2y2 + X1Y2 + T2Y1.
- 2

Soient B’ une autre base de E et P la matrice de changement de B a B’ (notée aussi
PEY. (PE = Mp(B') = Mp p(Idg)).

Définition 1.1.25
La matrice de changement de la base B a la base B’ = (€], ...,e]) appelée aussi matrice
de passage de B a B’ est la matrice inversible P dont la j*™¢ colonne est formée des

coordonnées de e;- dans la base B.

Algébre 2



9 CHAPITRE 1. APPLICATION MULTILINEAIRE-DETERMINANTS

Proposition 1.1.26

Soit x un élément de E, X (resp. X') le vecteur colonne de ses cordonnées dans B ( resp.
B'). Alors X = P X'. Soit u un endomorphisme de E, M (resp. M') sa matrice dans la
base B (resp. B"). Alors M’ = P~' M P.

n
— Sie; = Zaij ei, 1<j<mn,alors P} = (aij)ij=1 € My (K) et
i=1

(PR = PR,

Proposition 1.1.27 (Changement de base pour les formes bilinéaires )
La matrice de la forme bilinéaire dans la nouvelle base B’ est :

Mp:(f) = "P Mp(f) P.
ot1 'P est la matrice transposée de P.

Preuve.

Soient X et Y (resp. X' et Y') les vecteurs coordonnées dans B (resp. dans B’), on a :

X' Mp/(f)Y' = f(2,y)
= "X Mgp(f)Y
= (P X")Mp(f)(PY')
= X' (‘P Mgp(f)P) Y.

D’Ofl, MB’(f) =t PMB(f) P.

1.2 Déterminants

1.2.1 Déterminant d’une famille de vecteurs

Définition 1.2.1
Soit B = (ey,...,en) une base de E, F = (Xi,...,X,,) une famille de vecteurs de E.
A= (aij)i’j = MB(Xl, ,Xn) € MH(K)

On appelle déterminant de la famille F' dans la base B le scalaire
detp(F) = detp(X1, ... Xn) = > _ €(0) [ ] ao): -

Proposition 1.2.2
Si B = (ey, ..., ep) est une base de E, alors detp(B) = 1.

Preuve.

1 sii—i
On a : Mp(B) =1, = (0i5)ij. | 0ij = S” j ;
’ 0 sii#j

Algébre 2



CHAPITRE 1. APPLICATION MULTILINEAIRE-DETERMINANTS 10

donc, detp(ei,....,en) = Z e(o)Hag(i)i ,
i=1

o€Sn
5 1 sio=1d
or, Hao(i)i = { S? 7
paiey 0 sinon (o # Id)
donc, detp(eq,....;en) =e(Id) x 1 =1.

Théoréme 1.2.3

Soit B = (ey, ..., en) une base de E.

L’application detg : E™ — K est une forme n-linéaire alternée non nulle.

De plus, 'ensemble A} (E) des formes n-linéaires alternées sur E est une droite vectorielle
(AL (FE) = vect{detp}).

Corollaire 1.2.4

Soit
detp E" — K

(Xl, cens Xn) — detB(Xl, cens Xn)
1) detp est une forme n-linéaire.
2) detp(X1,....,Xp) =0<= (X1, ..., X,,) est liée, donc detp est alternée.
3) detp est antisymétrique.
4) L’ensemble des formes n-linéaires A} (E) est la droite vectorielle engendrée par detp.
Autrement dit, A} (E) est 'espace vectoriel de dimension 1 engendré par detp, donc
Voe Ay (E), INeK / ¢=Adelp .
Preuve du théoréme.

On a detp(B) = 1, donc detp est non nulle.

Montrons que detg : E" — K est n-linéaire.
Soit j € {1,...,n}, montrons que detp est linéaire en la jime yariable.
Soient (o, 8) € K2, (X;)izj € E" 1, et (X;,Y;) € E? tels que :

Z11 T1in T1j Yij
X1 = 7"'7Xn: aX]: 7}/]': :
Tnl Tnn Tnj Ynj
On a:
detp(X1,...aX; + BYj, .. Xn) = Y £(0) o)1 - (@) + BYa(i)i) *** To(mym
CTESn
=« Z 5(0-)560'(1)1"’xg(j)j‘"xo’(n)n + B Z g(U)J:U(l)l"'yG'(j)j
UGSn O'GSn

= adetB(X1, ...,Xj, ,Xn) + ﬂdetB(Xl, ey Yj, ,Xn)
= adetB(Xl, ...,Xj, 7Xn) + ﬁdetB(Xl, ey Y}', 7Xn)

Algébre 2
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11 CHAPITRE 1. APPLICATION MULTILINEAIRE-DETERMINANTS

Donc detp est une forme n-linéaire.

Montrons que detp est alternée. Soit (X1, ..., X;,) € E™ tel que Ji # 7,
X = X;.
Soit 7 la transposition (i,7), on a :

detB(Xb oy Xn) = Z 8(0) Lo)1 " Lo(n)n

S
= Z 5(0-) Lo()1 " To(n)n + Z E(U) LTo()1 " To(n)n-
cEAR €S\ An

e Sy \A, — A,

o —> ooT
est une bijection, et donc,
Z E(U)$0(1)1 To(n)n = Z 8(0- © T)xoor(l)l “ Tgor(n)n-
UGSn\An O'G.An
Or X; = X, donc Toor(k)k = To(k)k Yk & {i,j}, et Toor(j)i = Lo(§)j € Toor(j)i = Lo (4)j-
De plus, e(c o7) = e(0).e(17) = —¢(0). D’on,

Z 6(0’)%0(1)1 To(n)n = T Z 8(0’):130(1)1 To(n)n-

G'Esn\.An O'EAn
Par conséquent, detp(X1, ..., X,) = 0 et detp est alternée.
ai1
Soient p € AJ(E) et (X1,...,X,) € EMavec X;=| |, Vi<n.

a1
On a:

n n
gO(Xl, ,Xn) = (p( Z ail,l eil g veey Z aimn ein)

i1=1 in=1

n n
= E E ail’l---ain’ngo(eil,...,ein).

i1=1  ip=1

Puisque ¢ est alternée, donc p(e;,, ..., €;,) = 0sie;; = e;, aveci; # iy, donc p(eiy, ..., €;,) #
0 < {i1,...,in} = {1,...,n}, donc il ne reste que les p(e;,, ..., €;, ) qui correspondent aux
permutations o : j — ij.

Done 9(X1, ., Xn) = 3 Q1)1 Gon)n P(Ea(1)s s Ea(n))-

UGSTL
Or @ est alternée, donc antisymétrique, d’oit :

@(le ety XTL) - Z E(U) As(1),1 """ Ao(n),n (,0(61, ey en)'
O'ESn

Algébre 2
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Par conséquent, ¢(X1, ..., Xp) = ¢(e1,...,en) detp (X1, ..., Xp).
Dou ¢ = Adetp, avec X\ = p(eq, ..., ep).

Inversement, VA € K, Adetp € AX(E).
Conclusion : A (F) = vect({detp}).

1.2.2 Changement de base

Théoréme 1.2.5
Soient B = (ey,...,ep) et B' = (e}, ..., e),) deux bases de E, alors

V(Xl, ,Xn) S En, detB/(Xl, ,Xn) =detp B - detB(Xl,...,Xn).

Preuve.

On a detp € A(E) = vect({detp}), donc IAN€ K/ detg = \detp.
c’est & dire V(Xl, ,Xn) e E™, detB/(Xl, ,Xn) = )\detB(Xl, ,Xn)
En particulier pour (Xy,..., X,) = (e1,...,e,), on a :

detp(e1,...,en) = Ndetg(ei, ...,en) = Adetg(B) = X (car detg(B) =1).

Corollaire 1.2.6
Si B et B’ sont deux bases de E, alors detp(B') - detp:/ (B) = 1.
Preuve.

Ona: detp/(é),...,e)) =detp(B)-detg(B'). Or detp(el,...,e},) =detp(B') =1, dou
le résultat.

1.2.3 Caractérisation des bases par le déterminant

Théoréme 1.2.7
Soit B' = (€}, ..., e},) une famille de n vecteurs de E. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1) B’ est une base de E.
2) detp(B') # 0.

1.2.4 Déterminant d’'un endomorphisme

Théoréme 1.2.8
Soient f un endomorphisme de E et B = (ey, ..., e,) une base de E, alors

Vo € A;;(E), Y(X1,...,Xpn) € E™,
@(f(Xl)’ X f(Xn)) = detB(f(el)a ) f(en)> @(le aXn)

Algébre 2



13 CHAPITRE 1. APPLICATION MULTILINEAIRE-DETERMINANTS

Preuve.

Soit ¢ € A% (E), donc Ja € K tel que ¢ = adetp, alors
V(X1 X) € E™, o(X1, s Xn) = adetp(Xi, .., Xn).

Soit
W E" N K

(X1, X)) — (X1, ., Xn) = o(f(X1), ..., f(X)).
Y € A5 (F) =< {detg} >, donc 35 € K tel que ¢ = Bdetp, i.e:

V(X1 . Xp) € E", (X1, ..., Xp) = Bdetp(X1,..., Xn).

D’aprés (1.1), on a aussi :

¢(X1, 7Xn) = Sp(f(Xl)a ey f(Xn)) = adetB(f(Xl)’ ) f(Xn))

En particulier, pour (X, ..., X,,) = (e1,...,e,) dans (1.2) (1.3), on obtient :

o(f(e1), ..., flen)) = Bdetp(er,...,en) =B
et
o(f(e1); ., fen)) = adetp(f(er), ..., f(en)).

On en déduit que 8 = adetp(f(e1), ..., f(en)).
D’ou,

V(X1,.... Xpn) € E", o(f(X1),..., [(Xyn)) =detg(f(e1), ..., f(en)) adetp(X, ...
=detp(f(e1),.... f(en)) o(X1, ..., Xn).

Corollaire 1.2.9

(1.1)

, Xn)

Soit f un endomorphisme de E. La quantité detp(f(e1),..., f(en)) ne dépend pas de la

base B.

Preuve.

Soit B’ une autre base de E.
FEn appliquant le résultat du théoréme précédent & ¢ = detps et
(X1,..., X)) = (€}, ...,€l,), on obtient :

5 Cpy

detp/ (f(€)), ..., f(e))) = detg(f(e1), ..., f(en)) detp (B’)
= detB( (61),...,f(€n))
= det(f).

Définition 1.2.10
On appelle déterminant de 'endomorphisme f le scalaire :

detB(f) = dEtB(f(el)y ) f(en))v

ou B = (eq, ..., e,) est une base quelconque de E.
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Propriétés :

Proposition 1.2.11

det(Idp) = 1.
Preuve.
Soit B = (e, ..., €,) est une base de E. On a :
det(Idg) = detg(Idg(e1), ..., Idg(ey))
=detp(e1,...,en)
= detp(B)
=1.

Proposition 1.2.12
VA eK, VfeL(E),

det(\f) = \"det(f).
Preuve.

On a det(\f) = detp(Af(e1),...,A\f(en)). Or detp est n-linéaire, d’on le résultat.

Remarque 1.2.13
L’application det : L(E) — K n’est pas linéaire en général :

det(af + Bg) # adet(f) + B det(g).

Théoréme 1.2.14
Vf,g € L(E),
det(f o g) = det(f) det(g).

Preuve.
Soit B = (ey, ..., ep) une base de E. Soit

Y E" — K

(X1, ..., Xn) — detp(g(X1),...,9(Xpn)).
¢ € A} (E), donc V(X1,...,X,) € E", on a:
(P (X0, (X)) = det(£) 9(X0, o Xor).
En particulier, pour (X7, ..., X,,) = (€1, ...,€5), on aura :
detp(g(f(e1)), -, 9(f(en))) = det(g) det(f(e1), .., (f(en))
= det(g) det(f).
Do,
det(f o g) = det(f) det(g).

Corollaire 1.2.15
Vfe L(E), Vn e N,
det(f") = det(f o -+ o f) = (det(f))".
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15 CHAPITRE 1. APPLICATION MULTILINEAIRE-DETERMINANTS

1.2.5 Déterminant d’'un automorphisme

Théoréme 1.2.16
Soit f une application linéaire sur E, les assertions suivantes sont équivalentes :

1) f est un automorphisme.

2) det(f) # 0.

si c’est le cas, on a : det(f~1) =

1
det(f)"
Preuve.
2) Soit fGGL(E) donc f~lexisteet fofl=f"lof=Idg,
dot, det(fo f~') =det(Idg) =1,
donc,  det(f )det( Hh=1,

(:1701:17 det(fi ) = #(f)

1) Supposons que det(f) # 0. Soit B = (eq, ..., e,) une base de E. Comme det(f) # 0,
alors detp(f(e1), ..., f(en)) # 0, donc la famille (f(e1),..., f(en)) est une base de E.
Par conséquent f transforme une base en une base de E, donc f € GL(E).

Corollaire 1.2.17
L’application det : GL(E) — K* est un morphisme de groupes.

Définition 1.2.18
Le noyau de det : GL(E) — K* est appelé groupe spécial linéaire de E et noté
SL(E)={f € GL(E)/ det(f)=1}.

Remarque 1.2.19
Soient B = (e, ...,en) une base de E et (Xi,...,Xy) une famille de vecteurs de E. Si
A= Matp(X1,...,X,), alors det(A) = detp(X1, ..., Xn).
De méme, si A = Matp(f), alors det(A) = det(f) et toutes les propriétés des déterminants
des endomorphismes sont vraies pour les déterminants des matrices, en particulier :

1) det(1,) = 1.

2) det(aA + BB) # adet(A) + Bdet(B).

3) det(AB) = det(A) det(B).

4) det(A™) = (det(A))".

5) A est inversible <= det(A) # 0 et det(A™!) = ﬁ(/&)'

6) L’application det : GL,(K) — K* est un morphisme de groupes dont le noyau
SL,(K) ={A e M,(K)/ det(A) =1} est le groupe spécial linéaire d’ordre n.

1.2.6 Calcul des déterminants

* Pourn=2,8 ={Id, 7=(2,1)},s1 A= e , alors det(A) = aj1 age —
ar a2

a21 a12-
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*x De méme pour n =3, S3 = {Id, (2,3), (1,3), (1,2), (1,2,3), (1,3,2) }, si

ar b1 <
A= a2 by c2|,
az b3 c3

alors

det(A) = (a1 bocs + as bgcy + az by 02) — (a3 by c1 + as by ey + aq bs 02).

Reégle de Sarrus : La régle de Sarrus counsiste a écrire les trois colonnes de la matrice
et de répéter les deux premiéres colonnes a droite de la matrice.

On fait les produits des coefficients de chaque diagonales et d’en faire la somme si la
diagonale est descendante ou la différence si la diagonale est ascendante :
dp 4 3 dy dp

N X X/

1.2.7 Déterminant d’une matrice triangulaire

Proposition 1.2.20 n
Si A= (aij)lgid'gn est trjangulaire, alors det(A) = Han
i=1

Preuve.

Supposons que A est triangulaire supérieure, donc a;; =0 Vi > j,

par suite det(A) = Z (o) Hag(i)i.
i=1

O’GSn

n
Soit 0 € S, , s'il existe i € {1,...,n} tel que o(i) > 7, alors Hag(i)i = 0, donc il ne reste
i=1
que les o vérifiant o (i) <1i Vi€ {1,...,n}.
n

D'ou o = Id et det(A) = Haii'
i=1

e Si A est triangulaire inférieure alors A est triangulaire supérieure et
n
det(A) = det("A) = [ [ aii-
i=1

Proposition 1.2.21
Soit A = (Ch,...,Cp) € M, (K).
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17 CHAPITRE 1. APPLICATION MULTILINEAIRE-DETERMINANTS

1) Sidie{l,...,n}/ C;i=0, alorsdet(A)=0.

2) Si (C4,...,C,) est une famille liée, alors det(A) = 0.

3) Si on permute les colonnes, alors det(Cy(1y, ..., Cy(n)) = €(0) det(A).

4) det(Cy,...,aCy,...,Cy) = adet(A).

5) Si C; = C!+C/, alors det(Ch, ..., Ci—1,CL + CV, Cit1, ..., Cp) = det(A).
6) det(Cy,...,Ci1, Y Ci,Cit1,..., Cy) = o det(A).

7) Tout ce qui est vrai pour les colonnes est aussi vrai pour les lignes.

Corollaire 1.2.22
Par opérations élémentaires successives, on peut triangulariser une matrice et donc calculer
son déterminant ( Méthode de pivot de Gauss).

gojlfloll{;utrej 1.2.123 e B C L B 0 \
i A est triangulaire par blocie A= ( g poud={( - p]ou

B, C et D sont des matrices, alors det(A) = det(B). det(D) .

VB € M,,,(K), VC € My, n—m(K), VD € My,—1n(K), 0 € My 1 (K).

Preuve.

En utilisant le produit par bloc, on a :

(0 5)=(00)(05)

: 1
Donc, il suffit de montrer que det ( 0 D

> = det(D) et

B C . . . .
det 0 7))~ det(B), pour cela on reprend la méthode de démonstration utilisée pour
les matrices triangulaires.

10 , : : :
Pour < 0 D>’ on développe successivement par rapport aux premiéres lignes pour sim-

plifier les calculs, il reste donc det(D).
B C . ) . s .
Pour 0o 7)™ fait un développement analogue suivant les derniéres lignes.

Meéthode du pivot de Gauss

Cette méthode consiste a remplacer la matrice par une matrice triangulaire en utilisant
seulement des permutations de lignes ou colonnes, des ajouts & une ligne d’'un multiple
d’une autre ligne de maniére 4 faire apparaitre le maximum de zéro.

Le principe est le suivant :

e On choisit a;; # 0 en général aq1, on 'appel le pivot.
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e Sia;j # ai1, on permute les lignes 1 et 4 et les colonnes 1 et j, on obtient donc une
matrice A’ telle que det(A") = (—1)""7 det(A).

e On élimine tous les termes situés sous le pivot en ajoutant a la ligne k la ligne 1
multipliée par —Z—’ﬁ.

e On refait la méme chose pour les sous-matrices privée de la premiére ligne et la
premiére colonne.

e On obtient donc une matrice triangulaire 7" dont le déterminant est simple a calculer
et telle que det(A) = (£1) det(T).

Exemples 1.2.24
1) Voir Exercice 9 ( application ) de la série 1.

2) Calculer

5 2 1
D=1]10 4
15 8 1
On a
1 1 1
D=5x2|2 2 3| (on factorise C; et Cy respectivement par 5 et 2)
3 4 1
1 1
=100 0 1| (La< Ly—2Ly et Ly« L3 —3Ly)
01 -3
1 1 1
=-10|0 1 -3 (L2<—>L3)
0 0 1
= —10.
3)
1
1 1 1
1
) 1 ... 1
, =00 1 - I (Ly+ Ly—Ly,-++,Ly< Ly —Lyp_1)
1 3 n—1 '
0 00 1
1 3 n
=1.
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19 CHAPITRE 1. APPLICATION MULTILINEAIRE-DETERMINANTS

Développement du déterminant selon une rangé

Lemme 1.2.25

aip - a0
ailp -+ Qln

Gn1 to Gnn 0
Gnl Qnn

n+1,1 " OGp4ln 1

Preuve. Voir T.D.

Remarque 1.2.26
Cette formule réduit le calcul d’un déterminant de rang (n+1) a celui de (n+ 1) détermi-
nants d’ordre n, en effet :

a1l Glptl
D=| : = anArg + (—D)2Ap 4 (-D)TOTDA

an+1,1 o an—‘,—l,n—i—l

avec Ayj le déterminant de la méme matrice mais privée de la 1°™¢ ligne et la j*¢ colonne.

Ce calcul peut se faire suivant une ligne ou une colonne quelconque qu’on choisi soigneu-
sement pour simplifier les calculs.

Définition 1.2.27
1) Cette opération est appelée développement de det(A) selon la i®™¢ ligne et la j°™°
colonne ( la ligne ou la colonne selon laquelle on développe ).

2) Le coefficient A;j est appelé mineur d’indice (i,j) de A.

3) Le coefficient (—1)"J A;; est le cofacteur d’indice (i,5) de A et noté cof;j(A)
det(A) = Z Qg COfZ'j(A) = Z Ajj COfij(A).
i=1 j=1

Exercice. Calculer le déterminant

|
_
== NN
w
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Pour simplifier les calculs, on choisit le développement par rapport a la 3¢ ligne, ce qui
donne :

1 -1 1 1 2 -1
A=(=1)|-1 1 3/—-(-1|-1 2 1
2 1 1 2 1 1
0 0 4 |o
bitle=ln 1 9 9 g/4]-1 2 1
LheL)+L,
2 1 1 2 11
11 11
=4, |4, =2
— 24,

1.2.8 Applications des déterminants

Systéme linéaire

On appelle systéme linéaire d’équations linéaires & n inconnues ou systéme linéaire & coef-
ficients dans le corps K, un ensemble de n équations de la forme :

aj121+ a2+ -+ aip Ty = by

a9 1+ a0 x1 + - + a2 Ty = bo

apl T1 + Ap2 T2 + -+ App T, = by
dans lesquels les coefficients a;; et les b; sont des éléments donnés de K et z1,...,z, les
inconnues, le systéme (X) s’écrit :

n
ZCLZ’J’ Tj = b, 1€ {1, ...,p}.
j=1

Une solution du systéme est une suite de n éléments (z1, ..., x,) de K vérifiant les égalités
de (%).

* Résoudre le systéme c’est trouver ’ensemble de toutes les solutions de (X).
Le systéme (X) s’écrit sous la forme vectorielle :
1A+ -+x2, A4, =B

ai b1
avec A;=| | eKP, Vie{l,..,n}et B=| : | e KP.

api bp
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21 CHAPITRE 1. APPLICATION MULTILINEAIRE-DETERMINANTS

Soit A la matrice dont les colonnes sont Ay, ..., A, i.e

ail - Qi
A=(4,..,4,) = o | e Mp(K)
an1 0 Qpn
et
z1
X=| | ek ~M,i(K).
Tn
Le systéme (X) s’écrit A X = B,
ail - Qin x1 by
)= - S =
ani -+ ann Tn bn,

Définition 1.2.28
Le systeme (X) est de Cramer si et seulement si det(A) # 0.

Théoréme 1.2.29
Si (X) est de Cramer, alors (X) admet une et une seule solution

(21, 2n) = (Th)1<k<n

avec Iy = det(Ax) A} est la matrice carrée d’ordre n obtenue en remplacant dans A la
det(A)

kéme

colonne de A par la colonne B,

) a;; SijF£k
ie Ay = ((aij)r)iy avec (ag)p =40 77 d
bi sij=k.

Exemple 1.2.30
Soit le systéme

a11x1 +apx2 + a3 T3 = by
(X):Q ag1 21 + aga 1 + agz w3 = by

a3 T1 + aza x2 + azzrz = b3

avec,
aix aiz2 ais X1 bl
A= az1 a2 a3 |, X = X9 et B = b2
asy asy ass 3 b3

Le systéme ¥ admet une et une seule solution si et seulement si det(A) # 0.

bi a2 a3 air b1 ais air a2 b
Ay = by ax as |, Ao=|az by ax|, As=| a ax b
bs az2 as3z az1 b3 ass azr azz b3
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. det(Al) . det(AQ) b pa — det(A3)
T Get(A) T Tdet(A) T det(A)
c’est a dire que :
x 1 det(Ar)
X = X9 = — det(AQ)
x det(A) det(As)

Remarque 1.2.31 ( Exercice. Ftudier le cas ou det(A) =0 )

det(Al) 0
1) Sidet(A) =0et | det(Az) | # | 0| , alors le systéme (X) n’a aucune solution.
det(Ag,) 0

2) Sidet(A) = det(A;1) = det(Az) = det(As) = 0, on peut avoir une infinité de solutions
comme on peut n’avoir aucune solution.

Définition 1.2.32
On appelle comatrice de A la matrice des cofacteurs de A et on la note

Com(A) = (Aij)1<ij<n € Mp(K)
avec Aij = (—1)“_in]‘.

Exemples 1.2.33

2)
1 2 3 1 2 3
B=|o0o 1 2|, dee(p)y® B0 1 2=
-1 —4 -1, 0 —2 2
7 -2 1 7 —-10 1
Com(B)=|-10 2 2|, Com(B)=|-2 2 -2
1 -2 1 1 2 1
D’ou
, 7 -10 1
Blt==-|-2 2 =2
6
1 2 1

Théoréme 1.2.34
VA € M, (K),
HCom(A)) A= A (Com(A)) = det(A) I,,.
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23 CHAPITRE 1. APPLICATION MULTILINEAIRE-DETERMINANTS

Preuve.

Soit A = (aij)m, Com(A) = (Aij)i,j donc tCom(A) = ( ’/ij)ivj = (Aji)i,j, (avec A;] =
Aji )
Notons “(Com(A)) A = (b;)i ;-

n
2 : / 2 :

Ona: bij = Aik Ak = Aki Qg -
k=1 k=1

e Sii=j, alors en développant det(A) selon la j*™¢ colonne, on aura :

3

det(A) = Ay arj = bj;.
k=1

e Si i # j, en développant det(As, ..., Aj—1, Aj, Ait1, ..., An) par rapport a la i¥™¢ co-
lonne, on obtient :

det(Al, '--7Ai—17Aj7Ai+17 ,An) = ZA]“ akj = bz]
k=1

Or det est alternée et (Ai,...,A;—1,Aj, Ait1,..., Ay) contient deux colonnes iden-
tiques, donc
det(Al, ceey Ai—la Aj, Ai+17 ceey An) =0= bU

D’ou
0 sii##j

bij = 0y det(A) = {det(A) sii=j

Par suite  ‘Com(A) A = det(A) I,.
De méme, on obtient A ‘Com(A) = det(A) I,,.

Corollaire 1.2.35
Si det(A) # 0, alors A~! = #tCom(A).

det(A)
Exemple 1.2.36
Exemple 2 précédent.
Exercice 1 :
a b c
Soit A=1d e f| eMs3K).
g h 1

1) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A est inversible.

2) Calculer la comatrice Com(A) de A. En déduire A~1.

Exercice 2 :
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Soient (a1, as,a3) € K3, b € K et () le systéme A X = b avec

1 1 1 - 1
A=|a1 a2 a3, X=|ax2| et B=| b
2

a% a% a% x3 b

Résoudre le systéme (X).

1.2.9 Rang d’une matrice

Soit K un corps commutatif.

Définition 1.2.37
Soit A € M, ,(K). On appelle matrice extraite de A toute matrice obtenue en retirant un
certain nombre de lignes ou de colonnes de A.

Exemple 1.2.38

L3 45 12 . .
B = <7 9)’ By = <7 8) et By = <7 8> sont des matrices extraites de A =

1
4
7

oo Ut N
O O W

Définition 1.2.39
On appelle déterminant extrait de A € M, ,(K) d’ordre r, tout déterminant d’une matrice
carrée d’ordre r extraite de A.

Exemple 1.2.40
Les mineurs de A € M,,(K) sont des déterminants extraits d’ordre n — 1.

Rappel.

Définition 1.2.41
1) Le rang d’une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E est la dimension du sous
espace vectoriel qu’elle engendre.

(U1, ..cyup) € E™, rg(ug,...,ty) = dim < uq, ..., Uy > .
2) Le rang d’une application linéaire f : E — F est la dimension de son image
rg(f) = dim(Im f).

Donec si (eq, ..., e,) est une base de E, alors I'image de f est le sous espace vectoriel
de F engendré par (f(e1), ..., f(en)).

Donc le rang de f est le rang de la famille (f(e1), ..., f(en)).

Ce rang ne dépend pas de la base choisie. C’est le rang de la famille des vecteurs
colonnes de la matrice de f, quelles que soient les bases par rapport auxquelles on
écrit cette matrice.
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Définition 1.2.42
Soit A € M, ,(K) une matrice. Le rang de A est la dimension du sous espace vectoriel de
K" engendré par ses vecteurs colonnes.

Théoréme 1.2.43
Soit A € M, ,(K). On a :

rg(A) =rg(*A).
Théoréme 1.2.44
Toute matrice extraite de A € M, ,(K) est de rang inférieur ou égal a celui de A.
Preuve.
Soient A € M, ,(K) et C1, ..., Cp ses colonnes, on a rg(A) = rg(Ch, ..., Cp).

e Si on retire la colonne j de A, alors < Cf, ...,6’;, ., Cp>C < (Cy,...,Cp, > D'on,
rg(Ch,....,Cj, ..., Cp) = dim < Cy,...,Cj,...,Cp >< dim < Cy,...,C, >= rg(A).

soient L1, ..., Ly, les lignes de A, comme rg(A) =rg('A) et L1, ..., L, sont les colonnes de
tA, alors on peut conclure.

Théoréme 1.2.45
Le rang d’une matrice non nulle A € M, ,,(K) est I'ordre maximal des déterminants non
nuls extraits de A.

Preuve.

Si A admet un déterminant extrait non nul d’ordre r, alors A contient r colonnes (ou r
lignes ) indépendantes, donc rg(A) > r.

Inversement, supposons que rg(A) = r, donc A contient r colonnes indépendantes C1, ..., C;..
Soit B = (C4,...,Cy), on a rg(B) = r. r est maximal, sinon rg(A) > r.

Exemples 1.2.46
1) Déterminant de Vandermonde V, (a1, ...,a,). On a :

Dy(ay,...,an) = H(aj —a;).

i<j

e SiVi#j, a; # aj, alors Dy(ay,...,an) # 0, donc rg(V},) = n.

e Sidig # jo / ai, = aj,, alors rg(V,) < n, on élimine la colonne iy ou la colonne
jo et lan®™m ligne. SiVi,j € {1,...,n—1}, a; # aj, alors rg(Vy,) = n— 1. Sinon,
on refait la méme chose pour
i1,51 € {1,...,n— 1} tels que a;, = a;, et ainsi de suite, on obtient :
rg(V,) = ‘ {a; /| a;#a; Vi#j} ‘ : le cardinal des éléments a; distincts deux
a deux.
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2) Soit
1 0 2 3 Ly
20 4 6 , Lo _ ,
A= Soit A = (Li les lignes de A, 1 <i < 4.)
0 2 20 L3
1 2 4 3 Ly
On a: Ly =2Ly, donc rg(A) <4 ie rg(A) <3.
Ly
D’ou rg(A)=rg | Ls | . De plus, on a : Ly = L1 + Ls.
Ly

L
Doncrg(A) =rg <L1> . Comme la famille { L1, L3 } est linéairement indépendante,
3
Ly
alors rg )= 2. Par conséquent rg(A) = 2.
3

Corollaire 1.2.47
Soit A € M, (K),

A est inversible <= det(A) # 0 <= rg(A) = n.
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Chapitre

Réduction des endomorphismes

Introduction

La réduction d’endomorphisme a pour objectif d’exprimer des matrices et des endomor-
phismes sous une forme plus simple ; par exemple pour faciliter les calculs. Cela consiste
essentiellement & trouver une décomposition de I’espace vectoriel en une somme directe de
sous espaces stables sur lesquels 'endomorphisme induit est plus simple.

2.1 Sous espaces stables

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps et £ un K-espace vectoriel.

Définition 2.1.1
Un sous espace vectoriel F' de E est stable par un endomorphisme f de E si :

f(F)CF, ie. VYxeF f(z)€F,

c’est a dire que la restriction de f a F notée fp est un endomorphisme de F appelé
endomorphisme induit par f sur F.

Exemples 2.1.2
1) {Og} et E sont stables par f, Vf € End(E) = L(E,E).

2) Tout sous espace vectoriel F' de E est stable par A Idg, Y\ € K.

Proposition 2.1.3
Si F et G sont deux sous espaces vectoriels de E stables par f € End(FE), alors F + G et
F NG sont aussi.

Preuve.
f(F+G)=f(F)+ f(G) C F+G.

F(FNG) C f(F)N f(G)C FNG.
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Théoréme 2.1.4
Soient (f,g) € (End(E))?. Si f et g commutent, alors Im(f) et Ker(f) sont stables par

g.
Preuve.

Soit y € Im(f), on a :

Donc I'm(f) est stable par g.
Soit € Ker(f), on a:

flg(x)) = g(f(x)) = g(0) = 0.
D’ou g(x) € Ker(f), par suite Ker(f) est stable par g.

Théoréme 2.1.5
Soient f et g deux endomorphismes de E. Si F' est stable par f et g, alors pour tout a € K,
F est stable par af, f +get fog.
De plus,
(af)F = afF’ (f+g)F = fF +9gp et (fog)F = fF OGp-

Preuve. Exercice.

Corollaire 2.1.6
Si F' est stable par f € End(F), alors F' est stable par tout polynéme en f
n

(si P(X) =) "a; X', P(f)=) a;f'), et VP € K[X], P(f), = P(f.).
=0 =0

Proposition 2.1.7
Si F' est stable par f € End(E), alors

Ker(f,) = Ker(f)NF et Im(f,) CIm(f)NF.

Preuve.
1) Soit x € Ker(f,),onaxz € F et f(z) =0, donc z € Ker(f) N F, donc Ker(f,) C
Ker(f)NF.
Soit x € Ker(f)NF,ona f.(x) = f(x) =0, donc x € Ker(f,). D'oa Ker(f)NF C
Ker(f,).

2) On a Im(f.) C Im(f), car f, est la restriction de f & F, de plus Im(f,) C F car F
est stable par f. D’ou Im(f,) C Im(f) N F.

Remarques 2.1.8
1) f est injectif = f, est injectif.
2) f est surjectif # f, est surjectif, en effet :
Soient E = K[X], F =K,[X], avec n € N* et

f o KX — K[X]
P(X) —s P'(X)

[ est surjectif mais f, ne I'est pas.
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2.1.1 Cas de dimension finie
Dans tout ce qui suit, ¥ désigne un K-espace vectoriel de dimension finie.
Théoréme 2.1.9

Soit ' un sous espace vectoriel de dimension p de base Br complétée en une base Bg de
E. Soit f € End(FE). Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i) F est stable par f.
. . A B
ii) La matrice de f dans Bp est de la forme o o] #vee A € M,(K), ou A est la

matrice de f, dans Bp.

Preuve.

Soient Bp = (e1, ..., €p, €pt1, ..., €n) €t Bp = (€1, ..., ep).
l) = 11) Soit A = (aij)1§i7j§p = Mp, (fF) On a donc

p
flej) = Zaij e; Vje{l,..,p}
=1

donc
a/ll “« e alp
MBF (fF) =
apl App
D’ou,
a1 N alp
B
a o« e a
Mp,(f) = | 2 =
0 C

avec A € M,(K), B € M, ,—,(K), C € M,,_,(K) et 0 € M,,—p, ,(K).

ii) = i) Supposons maintenant que :

Mg(f) = <61 g) € M, (K), avec A € M,(K).

P
Vie{l,..,p}, flej) = Zaij e; € vect{ei,...,ep} = F,
i=1

donc Vje{l,..,p}, f(e;) € F. Par linéarité de f,

P P
Ve e F, f(z)= f(inei) = inf(ei) e F.
i=1 i=1
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Corollaire 2.1.10

Soient £ = E1 @ --- ® E,, une décomposition de E en somme directe, B; une base de
E;, Vi € {1,...,m} et B la base de E obtenue comme réunion des B;. Si f € End(E), alors
les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Vi € {1,...,m}, E; est stable par f.

A 0
ii) La matrice de f dans B est de la forme .
0 Ap,
avec A; € Myim E; (K) et A; = MBZ(fEZ)
Remarque 2.1.11 n

La réduction d’un endomorphisme f de E consiste & écrire E = GB F;, avec F; stable par
i=1

f et fr, simple.

En dimension finie, la réduction d’un endomorphisme correspond & I'obtention d’une re-

présentation matricielle simple ( la plus diagonale possible).

2.2 Eléments propres

Soient E' un K-espace vectoriel non réduit a {Og} et f un endomorphisme de E.
2.2.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Proposition 2.2.1
Soient x € E'\ {Og} et D = vect(zx) la droite vectorielle de E engendrée
par x. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1) D est stable par f.
2) Ja € K tel que f(z) = awx.

Définition 2.2.2
Soit x € E, = est dit vecteur propre de f si

r#0p et JaeK/ f(z)=ax.

Remarques 2.2.3
1) Un vecteur propre est toujours non nul.

2) La valeur a € K telle que f(x) = avx est unique.

Définition 2.2.4
a € K est une valeur propre de f s'il existe x € E\ {0g} tel que f(z) = ax.

On dit que z est le vecteur propre associé & la valeur propre a;

« est la valeur propre associée au vecteur propre .

Définition 2.2.5
L’ensemble des valeurs propres de f est appelé spectre de f, on le note Sp(f) ou Sp f.
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Exemple 2.2.6

0€Sp(f) <= Jr e E\{0g}/ f(x)=0z=0

< Ker(f) #{0g}
<= f non injectif.

2.2.2 Sous espaces propres

Définition 2.2.7
Soient a € K et f € End(E). On note E,(f) = Ker(f — aldg) le sous espace vectoriel
formé des vecteurs x € E solutions de I'équation f(x) = aw.

Exemples 2.2.8
1) Eo(f) = Ker(J).

2) Ei(f)={x € E/ f(x) =x} est le sous espace des vecteurs invariants par f.

Théoréme 2.2.9
Soient f € End(E) et o € K. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) « est une valeur propre de f.
i) Ea(f) # {05},
iii) L’endomorphisme f — a Idg n’est pas injectif.
Définition 2.2.10

Soit « une valeur propre de f, a € Sp(f), Es(f) est appelé sous espace propre associé a
la valeur propre a.

Remarques 2.2.11
1) a ¢ Sp(f) = Ea(f) = {0g}
2) a € Sp(f) = Eu(f) = {0} U {vecteur propre associé a la valeur propre « }.

2.2.3 Propriétés des sous espaces propres

Théoréme 2.2.12
Les sous espaces propres de f sont stables par f et Vo € Sp(f),

fEa(f) = aIdE.
Preuve.

f et f—a ldp commutent, donc E,(f) est stable par f, Yo € Sp(f). De plus Vx € Ey(f),
ona: f(r) =aw, donc fg, ) = aldg, (s

Remarque 2.2.13

Si f et g commutent, alors les sous espaces propres de f sont stables par g et vice-versa.
En effet :

(Ea(f) = Ker(f — aldg), comme g commute avec f — o Idg ( polynéme en f) )

Soit © € Eo(f), montrons que g(x) € Ey(f).

Ona: f(g(z)) = fog(z) =go f(z) = glaz) = ag(z), donc g(z) € Eu(f).
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Théoréme 2.2.14
Les sous espaces propres de f € L(F) sont en somme directe.

Preuve.

Soient av, ..., aqy, des valeurs propres deux a deux distincts de f. Les polynéomes (X — o)
sont deux a deux premiers entre eux, donc

m

Ker H(f—aiIdE): @Ker(f—aﬂdﬁ;%
i=1

i=1
donc les sous espaces propres de f sont en somme directe.

Corollaire 2.2.15
Une famille de vecteurs propres associés & des valeurs propres deux a deux distincts est
libre.

Preuve.

Soient (z;)1<i<m des vecteurs propres associés aux valeurs propres deux & deux distincts
(ci)1<i<m-. Supposons que 121+ -+ + B m = 0, on a Vi € {1,....,m} Bix; € Ey,(f),
or les E,,(f) sont en somme directe, donc Vi € {1,....,m} Biz; = 0. Comme z; # 0 Vi,
donc 5; =0, Vie{l,..,m}.

Détermination pratique :

La détermination des valeurs propres de f consiste a chercher les scalaires o € K tels que
Péquation f(x) = ax posséde d’autres solutions que la solution triviale.

Exemple 2.2.16
Soit E =C*®(R,R) et

d : F — FE
fo—
Soit a € R, df)=af<f'=af
f'/
— - =«
f
< f(z) =Pe*" YV, avec f €R
D’ou E,(d) = vect(e,,), avec
€q R —
x —> e*"

2.2.4 Eléments propres en dimension finie

Dans ce qui suit, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* et f €
L(E) = End(E).
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Eléments propres d’une matrice

Définition 2.2.17
Soient A € M, (K) et o € K, «a est dite valeur propre de A s'il existe X € M, 1(K) tel
que: X #0 et AX =aX.

On dit que la colonne X est un vecteur propre associé & la valeur propre a.

On appelle spectre, ’ensemble Sp(A) formé des valeurs propres de A.

Remarque 2.2.18
En identifiant K" a M, 1(K), on peut voir les valeurs propres de A comme étant les x €
K"\ {0}, tels que Az = au.

Définition 2.2.19
Pour a € K, on note E,(A) = Ker(A—a I,,) I'espace des solutions de I’équation AX = aX.

Si «v est valeur propre de A, E,(FE) est appelé sous espace propre de A associé a la valeur
propre «.

Théoréme 2.2.20

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et B une base de E.

Si A= Mpg(f), alors Sp(A) = Sp(f) et les sous espaces propres associés a une méme valeur
propre se correspondent via représentation matricielle dans la base B.

Preuve.
Vz € E, si X = Matg(z), on a :
fz)=ar = AX =aX et x# 0+ X # Oy, ,(x)-

Définition 2.2.21

Soient A et B deux éléments de M, (K).

Les matrices A et B sont dites semblables s’il existe une matrice inversible P telle que
A = PBP~'." étre semblables " est une relation d’équivalence.

Corollaire 2.2.22
Deux matrices semblables ont le méme spectre.

Preuve.

A et B sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme.
2.2.5 Polynéme caractéristique d’une matrice carrée

Théoréme 2.2.23
Soit A € M,,(K). x, = det(A — X1,,) est un polynéme de degré n de la forme :

X4 (X) = (—D)"( X" —tr(A)X" 1 - 4 (=1)"det(A)).

Va € K, on note  x,(a) = det(A — aly).
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Définition 2.2.24
X, = det(A — X1,) est appelé polynome caractéristique de la matrice
A € M, (K).

Exemples 2.2.25
1) SiA=1,, x,=(01-X)"
(05} 0

D sid=| | @)= -x.
0 an =1

2.2.6 Polyndomes caractéristiques et valeurs propres

Théoréme 2.2.26
Soit A € M,(K). a € K est valeur propre de A si et seulement si « est racine du polynéme
caractéristique x , de A.

Preuve.

Soit a € K,

a € Sp(A) < Ker(A — aly,) # {0}
<— A — al, non inversible
< det(A—al,) =0
< x,(a) =0.

Corollaire 2.2.27
VA € M, (C), A posséde au moins une valeur propre complexe.

Corollaire 2.2.28
VA € M, (K),
Sp(*A) = Sp(A).

Preuve.

X., = det("A —al,) = det(*(A — al,)) = det(A — al,) = X,

Exemples 2.2.29
1) Soit

0 a
ona:Sp(A) ={a,..,an}.

. B C
2) SiA= 0 p) alors Sp(A) = Sp(B) U Sp(D).
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Exemple 2.2.30
Soit
0 2 -1
M= 3 -2 0 | eM3R) (voir Exercice 3 série 6)
-2 2 1

Déterminer les valeurs propres de M.
Les valeurs propres de M sont exactement les racines du polynéme caractéristique de M.
-X 2 -1
Xy X)=|13 -2-X 0
-2 2 1-X
3 —-2-—-X
-2

— 1 +(1-X)

—-X 2
3 -2-X

= —6+22+X)+(1-X) [(—X)(—2—X)—6]
= 6+4+2X +(1-X)2X + X% —6)

= -X3 - X?4+10X -8

= (X —1)(X —2)(—X —4).

Donc M admet trois valeurs propres distinctes qui sont 1, 2 et — 4.

Espace propre associé a la valeur propre 1.

0 2 -1 T x
MX =X <— 3 =2 0 yl=1vy
-2 2 z z
2 —z==x
—(3r—-2y=y
—2x+2y+z==2
2 —z==x
— {3x—-3y=0
—2z4+2y=0
rT=y
<~
z=

=S ar=y=2z
Donc, le sous espace propre de M associé a 1 est :

E\(M)={(z,z,x) /] z € R} =wvect{(1,1,1) }.
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Exercice.

Déterminer les sous espaces propres de M associés respectivement & 2 et —4.

Ey(M) = vect{ (4,3,-2) }, E3(M) = vect{(2,-3,2) }.
2.2.7 Polyndéme caractéristique d’un endomorphisme

Définition 2.2.31
Le polynéme caractéristique de f € L(E) est le polynéme caractéristique commun aux
matrices représentant I'endomorphisme f, on le note x,.

2.2.8 Multiplicité d’une valeur propre

Soient P € K[X] et a une racine de P. On appelle ordre de multiplicité de « en tant que
racine de P, le plus grand entier naturel n tel que (X — a)" divise P.
n

P est dit scindé dans K[X] si P peut s’écrire sous la forme P = ¢ H(X — ;) ol oy est
i=1
racine de P dans K comptée avec multiplicité, donc

m
P=c H(X — o)™ avec o; # oy Vi # j et m; est la multiplicité de «.
i=1

Exemples 2.2.32
1) X2+1= (X —i)(X +1i) est scindé dans C[X| mais pas dans R[X].

o1 * n
2) Soit A = s XA (X)) = [[(X = ).
0 an, i=1
Si par exemple, o = -+ = ap avec p < n et Vi > p, o; # ai, alors x,(X) =

n
(X —aq)P H (X — «;) et p est l'ordre de multiplicité
i=p+1
de .

Théoréme 2.2.33
VfeL(E),

> ma(f) < dimE,

a€eSp(f)
avec égalité si et seulement si le polynome x, est scindé dans K[X], il en est de méme pour
A € M, (K).
Preuve.

Z ma(f) est le degré de H (X — «a) ou chaque (X — «) est répété my, fois, donc

a€Sp(f) a€eSp(f)
inférieur au degré de x , (X).

Algébre 2



37 CHAPITRE 2. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Corollaire 2.2.34

Si K =C, alors f € L(F) posséde exactement n valeurs propres comptées avec multiplici-
tés.

Preuve.

Dans C[X], tout polynéme non constant est scindé.
2.2.9 Multiplicité et sous espace propre

Proposition 2.2.35
Soit F' un sous espace vectoriel de E. Si F' est stable par f, alors Xf\F/Xf'

Preuve.

Dans une base B adaptée 4 F' (i.e. base de F' complétée en une base de E ), la matrice de

A
f est de la forme

0 C> ot A est la matrice de fjp dans Br, on a donc x, = X ,.X¢ =

Xfr-Xe -

Théoréme 2.2.36
Va € Sp(f), on a:
1 < dim Eo(f) < ma(f).

Preuve.
Soit o € Sp(f), on a : E,(f) = Ker(f — aldg) # {0}, donc dim E,(f) > 1.
De plus, E.(f) est stable par f, donc Xf\Ea(f)/Xf’ OF Xfip () = (a— X)dimEa(f)’

Donc « est racine de f d’ordre au moins dim E(f), d’ou I'inégalité
1 <dimEy(f) < myg.

Corollaire 2.2.37

Si «v est valeur propre simple de f, alors dim E,(f) = 1.

2.3 Diagonalisation

Dans tout ce qui suit, E désigne un K-espace vectoriel de dimensionn € N* et f € L(E).

Définition 2.3.1
f est diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est diagonale.
Cette base est appelée base de diagonalisation de f.

Exemples 2.3.2
1) Idg est diagonalisable et toute base de E est une base de diagonalisation de Idp.
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2) Si F et G sont deux sous espaces supplémentaires de E| la projection sur F' parallé-

- \0 0.,
ol B est une base de E adaptée a la décomposition E = F & G, r la dimension de
F,n—r=dimG, O,_, est la matrice nulle d’ordre n — r.

I, 0
lement a G, est diagonalisable en effet, si E = F & G, alors Mp(f) = )

Théoréme 2.3.3
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1) f est diagonalisable.

2) 1l existe une base de E formée de vecteurs propres de f.

Preuve.
1) = 2) Supposons que f est diagonalisable et B = (eq, ..., €,) une base de diagonalisation de
a 0
f, donc Mp(f) = , donc
0 an

fle;) = aje;, Vi€ {l,...,n}, et par suite B est une base de E formée de vecteurs
propres de f.
2) = 1) Inversement, si B est une base de E formée de vecteurs propres, alors Mp(f) =
aq 0
ou «y est la valeur propre associée au vecteur propre e;.

0 o

Exemple 2.3.4
Si f est diagonalisable et si Sp(f) = {a}, alors f = a Idg.

Proposition 2.3.5
Si f est diagonalisable, alors :

1) f posséde n valeurs propres comptées avec multiplicités.

2) Les matrices diagonales représentant f sont celles dont les coefficients diagonaux sont
les valeurs propres de f comptées avec multiplicités.

Preuve.

Soit D = diag(ay, ..., ap) la matrice diagonale représentant f dans une base B = (e, ..., €y,),
n

donc x,(X) = xp(X) = H(ai — X)) et par suite, les a; sont les n valeurs propres de f
i=1

comptées avec multiplicités et la matrice de f est dont les coefficients diagonaux sont les

éléments diagonaux de D.

Inversement, soient aq, ..., au, les n valeurs propres de f comptées avec multiplicités. Soit
D = diag(ay(1), -+, Qg(n)) une matrice représentative de f dans une base B.

Lemme 2.3.6
Si f admet m valeurs propres distinctes ai, ..., (m < n) dont les vecteurs propres
respectifs sont eq, ..., e, , alors eq, ..., e, sont linéairement indépendants.
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Preuve.

Faisons une démonstration par récurrence sur m.
Pour m = 1, la propriété est vraie car e; # 0.
Supposons que cette propriété est vraie pour m — 1 et soit

prer + -+ Bmem =0 (1)

avec B; € K.
En appliquant f, on a :

a1frer + -+ am-1Bm—16m—1 + @mPBmem =0 (2)
(2) — am(l) = (o1 — o) frer + - -+ + (@m—1 — am) Bm—1€m—1 = 0.
Par hypothése de récurrence, ey, ..., e,,—1 sont libres, donc
(i —am)Bi =0, Vie{l,..,m—1}.
Comme a; — apy, 70 Vi € {1,...,m — 1}, car les «; sont différents, donc
Bi=0, Vie{l,..,m—1}.

En remplagant dans (1), on obtient fBen, = 0, or e, # 0, donc B, = 0.
Par conséquent, ey, ..., e, sont linéairement indépendants.

Théoréme 2.3.7
Si f € L(E) posséde n = dim E valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable et ses
sous espaces propres sont des droites vectorielles.

Preuve.

Soient ayq, ..., o, les n valeurs propres deux a deux distinctes de f, et ey, ..., e, des vecteurs
propres respectivement associés.

D’aprés le lemme précédent, B = (eq,...,e,) est une famille libre, donc une base de
E (cardB=n=dimFE).
De plus, Mp(f) = diag(aq, ..., an) = D, donc f est diagonalisable, donc

6 (X) =, (X) = [Jes = X),

Puisque les a; sont deux a deux distincts, il en est de méme pour les e; et donc les sous
espaces propres associés sont tous de dimension 1.

2.3.1 Diagonalisation et sous espaces propres

Théoréme 2.3.8
Soit f € L(F). Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) f est diagonalisable.
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2) E est somme directe des sous espaces propres de f i.e. E = @ E.(f).
a€Sp(f)
3) Y dimEu(f)=dimE.
a€Sp(f)

Preuve.

Rappelons que les sous espaces propres de f sont en somme directe.
1) = 2) Supposons que f est diagonalisable, dont B = (e, ..., e,) une base de diagonalisation,
Vie{l,..,n}, e € @ E.(f),
aeSp(f)

donc E C @ E.(f), et par suite E = @ E.(f).

a€eSp(f) aeSp(f)
2) = 3)

E= @ Euf)= dimE = dim( D Ea(f)) = Y dimEa(f)
a€Sp(f) a€Sp(f) a€Sp(f)
3) = 1) Si B, est une base de E, Yo € Sp(f), alors B = U B, est une
aeSp(f)
famille libre de n = dim E vecteurs propres, donc B est une base de vecteurs propres
et par suite f est diagonalisable.
Définition 2.3.9

Une matrice A € M,,(K) est dite diagonalisable lorsqu’elle est semblable 4 une matrice
diagonale i.e. AP € GL,(K) et D € D, (K) vérifiant

P 'AP = D.

Proposition 2.3.10
Si A =Mp(f), alors f est diagonalisable <= A est diagonalisable.

D’ou le théoréme :

Théoréme 2.3.11

Soit A € M, (K), les assertions suivantes sont équivalentes :
1) A est diagonalisable.
2) M, ,(K)= @ Eu(A).

acSp(A)
3) n= Y  dimE.(A).
aeSp(A)
4) x, est scindé dans K[X] et Vo € Sp(A), dim Eo(A) = mq(A).

De plus, les matrices diagonales semblables & A sont celles dont les coefficients diagonaux
sont les valeurs propres de A comptées avec multiplicités.

Théoréme 2.3.12

Si A € M, (K) admet n valeurs propres distinctes, alors A est diagonalisable. De plus ses
sous espaces propres sont des droites vectorielles.
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Exemple 2.3.13
Toute matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont distincts deux & deux est
diagonalisable.

Critéres : Soit f € L(E).
- f posséde n valeurs propres distinctes => A diagonalisable.
- Z dim E,(A) = n = A diagonalisable.
a€Sp(f)
- X, hon scindé => A non diagonalisable.

- Ja € Sp(A) / dim E,(A) < mo(A) = A non diagonalisable.

Exemples 2.3.14
( Voir Exercice 4 Série 6).

1 -1
Bx1) A= ] eMK).

1-X -1

, , X:(1_X)2+1:2_2X+X2:X2—2X+2.

XA(X) =

A =4-8=—4<0, donc x,(X) n’a pas de racine dans R[X], donc non scindé dans
RX].
Dans C[X], on a x,(X) = (X — (1 —9))(X — (1 + 1)), donc x,(X) admet deux valeurs

1+ 0
propres, A est donc diagonalisable et A est semblable & ( 0 ) ) .
—1

Cherchons E14;(A). Soit X = (a:) € R?
Y

X e E1+i(A) — AX = (1 +i)X

L =1\ (=) N r—y=1+1ix
{:><1 1><y>_(1+)<y>(:){$+y=(1+i)y
<:>{y:—m =y =—z

xr =iy

= (z,y) = z(1,—1) <= (z,y) € vect((1, —1)).

Donc FE14i(A) = vect((1, —1)).
De méme E;_;(A) = vect((1,1)).

14+i 0 11
Donc A = PDP-!, avec D = ! ) P= ( )
1

0 1—4
i —1
etPil:%
1 1
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1 1 -1
Ex2) Soient A=|1 1 1 |etfe L(E)'endomorphisme associé dans B = (e, ez, €3).
1 1 1
Le polynéme caractéristique de A est :  x ,(X) = X (X—1)(X-2) et |Sp(f)| =3 = dim E,
donc f est diagonalisable.
Eo(f) = vect(e1 — e2), E1(f) = vect(—ey + e + e3) et Es(f) = vect(es + e3).

Soit up = e1 — eg, uy = —e1 + ez + e3 et ug = e + es, alors B’ = (uy,u9,u3) est une base
de E (famille de vecteurs propres associés & des valeurs propres distinctes et donc base
adaptée a la décomposition de E en somme directe de sous espaces propres ).

0 0O
La matrice de f dans B"est D=0 1 0
0 0 2

Si P est la matrice de passage de B a B' , on a A= PDP™!, avec

1 -1 0 0 -1 1
P=|l-1 1 1|lePt=]-1 -1 1
0 1 1 1 1 0

Bilan.

Si A est diagonalisable, alors on a A = PDP~! avec P matrice dont les colonnes forment
une base de vecteurs propres de A et D matrice diagonale dont les coefficient diagonaux
sont les valeurs propres respectives des colonnes formants P.

2.3.2 Diagonalisation effective d’une matrice

Soit A € M,,(K) une matrice diagonalisable.
On a M, ;(K) = @ E,(A), on peut donc former une base (C1,...,Cy) de M, 1(K) a
a€eSp(A)

partir des vecteurs propres de A. Pour i € {1,...,n}, soit «; la valeur propre associée au
vecteur propre C; : AC; = o;C; (mq, > 1 on a bien m,, = dim E,, et on fait correspondre
«; a chaque élément d’une base de E,,(A) ).

Soit P la matrice dont les colonnes sont C1,...,Cy, i.e P = (C1,Cy,...,Cy). On a bien
rg(P) =rg(Ch,...,Cy) = n, donc P est inversible.
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De plus, on a :
PYAP = P7YHAC | ... | AC,)
= P 1O |...| anCh)
= (a1 P7'Cy|...|anPTICy)

a1 0 0
0 :
- < , ‘ a2 H : ) car PP = I, = (P7LCy | ...| P71Cy)
0 0 o,
aq 0
0 an

D’oti, P"'AP = D et donc A = P~'DP avec D diagonale dont les coefficients diagonaux
sont les valeurs propres associées respectivement a C1, ..., C,.

2.3.3 Application de la diagonalisation

a) Calcul de la puissance d’une matrice :

Soit A € M,,(K) une matrice diagonalisable, donc il existe une matrice diagonale D et une
matrice inversible P telles que A = PDP~!, donc
VmeN, A™=pDmpL

Exemple 2.3.15
voir T.D.

b) Résolution d’équation matricielle : T.D.

2.4 'Trigonalisation

Définition 2.4.1
f est dite trigonalisable ou triangularisable s’il existe une base de F dans laquelle la matrice
de f est triangulaire supérieure.

Une telle base est dite base de trigonalisation de f.

Exemple 2.4.2
Tout endomorphisme diagonalisable est a fortiori trigonalisable.

Définition 2.4.3
Une matrice A € M, (K) est dite trigonalisable lorsqu’elle est semblable & une matrice

triangulaire supérieure, i.e. 3T triangulaire supérieure tel que
A=PTP
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Exemple 2.4.4
Si A= Mp(f), alors A est trigonalisable <= f est trigonalisable.

Théoréme 2.4.5 (de caractérisation)
Pour tout f € L(E), les assertions suivantes sont équivalentes :

1) f est trigonalisable.

2) x, est scindé dans K[X].
De plus, les matrices triangulaires supérieures représentant f ont pour coefficients diago-
naux les valeurs propres de f comptées avec multiplicité.

(Il en est de méme pour A € M,,(K) ).

Preuve.
a1

1) = 2) Si f est trigonalisable, alors il existe une matrice triangulaire supérieure T =

0
et une base de B telle que Mp(f) =T.

Donc x,(X) = x(X) = H(O‘i — X) et par suite x, est scindé dans K[X] et les va-
i=1
leurs propres de f sont (les valeurs propres de T') les a;; comptées avec multiplicité.
2) = 1) Par récurrence sur n € N*.

Pour n = 1, c’est vrai car une matrice de taille 1 est considérée triangulaire supé-
rieure.

Supposons que la propriété (implication 2 = 1) est vraie a I'ordre n et soit f un
endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension n + 1 tel que x, est scindé,
donc ce polynéme admet une racine « qui est alors valeur propre de f. Soit e un
vecteur propre associé. Soient D = vect(e) et H le sous espace supplémentaire de D
dans Fie. D H=F.

Soit By = (e1, ..., en) une base de H. La matrice de f dans la base B = (e, e, ..., €y)
est de la forme :

avec N € M, (K).

Soit g 'endomorphisme de H représenté par N dans la base B.
Ona:Vie{l,...,n} f(e;)—g(e) € vect(e) et par suite,
Ve e H, f(z)—g(z) € vect(e). Or

X5 (X) =X (X) = (@ = X) xy (X) = (e = X) x, (X).
De plus x, est scindé, donc x, I'est aussi, donc par hypothése de récurrence g est
trigonalisable, il existe donc une base By = (uq, ..., u,) de H dans laquelle la matrice
de g est de la forme :

(65} *

M(ul,...,un) (g) = MBH (g) — - ’
0 7%
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45 CHAPITRE 2. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

donc la matrice de f dans la base B = (e, uy, ..., uy) est de la forme :

« * *
0 ap - *
MBE(f): : .. .. . )

Puisque, Vi € {1,...,n} f(u;) — g(u;) € vect(e). D’ou I"équivalence.

Corollaire 2.4.6
Tout endomorphisme de C est trigonalisable.

Corollaire 2.4.7
Si x, est scindé dans K[X], alors tr(f) et det(f) sont la somme et le produit des valeurs
propres comptées avec multiplicité.

Exemple 2.4.8
Sirg(A) =1, alors dim Ker(f) =n—1, donc 0 est valeur propre de multiplicité (n—1) de
0 *

A. x, est alors scindé et A est semblable a avec o € K. Par suite tr(A) = «

et « est valeur propre de A et

Exemple 2.4.9

1 =1 0
Soient A = 1 0 —1| et f l’endomorphisme de R? associé a A.
-1 0 2
1) Factoriser le polynéme caractéristique de A.

2) Déterminer les sous espaces propres de A.

3) Démontrer qu’il existe une base de R3 telle que T = Mp(f) = et trouver

o O =
S = B
= = O

une matrice P inversible telle que M = PT P~

(voir Exercice 10 de la série 5).

Exemple 2.4.10

Trigonaliser I'endomorphisme de K® déterminé dans la base canonique (e1, e, e3) par la
-3 -3 2

matrice M = 1 1 -2
2 4 -4

Le probléme est équivalent a la détermination des matrices P € GL3(K) et T € M3(K)
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triangulaire supérieure telles que : M = PTP~1,

On a:
-X+3 3 -2
X]\/I(X): -1 -X+1 2
—2 —4 —-X +4
—-X+3 3 -2
=|-X4+2 —X+2 0 Lo+ Lo+ Ly
—2 —4 —-X+4
-X+3 X -2
=|-X+2 0 0 Cy <+ Cy—Cy
-2 -2 —X+4
(~1)(=X +2) -
N -2 —X+4

— (X —2) [X(—X+4) 74]

= (X —2)(-X?+4X — 4)

= —(X —2)°.
Donc la seule valeur propre de M est 2.
x
Soit X = | y | € K3,
z

X € By(M) & MX =2X
—3r—-3y+2z=2x (1)
= r+y—22=2 (2)
2 + 4y — 4z = 2z (3

)
—2x—2y=0 (1)+(2)
—srt+y—2z=2
rT+2y—2z==z

— {y T = (e, 2) =21, —1,1).
z=—y

Par conséquent, Eo(M) = vect (1,—1,1) et dim Eo(M) =1 < mg = 3,
donc M n’est pas diagonalisable, mais M est trigonalisable.

Pratique de Trigonalisation :

Soit M € M,,(K) ayant p valeurs propres deux a deux distinctes ( donc p < n).
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e Sip=n, alors M est diagonalisable, donc a fortiori trigonalisable.

P
e Sip<n-—1, donc Zdim E., <n—1, les o; sont les valeurs propres de M.
i=1

P
1¢m¢ cas (Cas simple) : Si Zdim E,,=n—1.

i=1
p

On prend une base de @Eai et on la compléte en une base B de R™ (le vecteur
i=1
ajouté doit étre placé a la fin). Dans cette base la matrice M est triangulaire.

Exemple 2.4.11

9 1 6
Soit M =] -7 1 —6
-10 1 -7

Le polynéme caractéristique de M est :

Xay (X) =det(M — XI3) = —(2 - X)* (1 + X).

Tout calcul fait, Eo(M) = vect(1,—1,—1) et E_1(M) = vect(—2,2,3).
Soit u; = (1,—1,—1) et ug = (—2,2,3). On compléte (uy,u2) par uz = (1,0,0) en
une base de R3,

9
OnaMus=| —7
10
1 -2 1
La matrice de passage est P = | —1 2 0| et la matrice triangulaire est T' =
-1
2 0
PlMP=10 -1 b
0 0 ¢

(Sans faire de calcul ¢ = 2 car x,.(X) = x,,(X) = —(2 - X)?(1+ X)).

Pour déterminer la derniére colonne, il faut exprimer Musg dans la base B’ = (u1, ug,us) ( nouvelle
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base).
9 1 -2 1
Mus=| -7l =a| -1 4+b] 2 | +c]| 0
10 1 3 0
a—2b+c=9
— 1 —a+2b =-7
—a+3b =-10
(a=1
<~ qb=-3
c=2.
D’ou,
2 0 1
T=(0 -1 -3
0o 0 2
2¢me cqs (Cas général ) :
Exemple 2.4.12
-2 -1 2
M=]-15 -6 11
-14 -6 11
Le polynome caractéristique de M est : x,,(X) = (1 — X)3 et
Ei(M) = wvect(1,1,2) = vect(ey).
1 a b
La matrice triangulaire est de la formeT =10 1 ¢,
0 0 1
x
soiteg = | y|,ona:
z
2z —y+ 2z a+zx
Mes=| =15z —6y+ 11z | =ae1+ea=| a+y
—14z — 6y + 112 2a 4+ z
—3r—y+2z=a rT=x

— -lbx—-Ty+1lz=a <~ sy=x+3a

—14z — 6y + 10z = 2a z=2x+ 2a
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Onprenda=1, =0, y=3 et z=2, donc ez = (0, 3,2).

—3r—y+2z2=b+zx
Mes =be; +cea+e3 <= —1bx —6y+1lz2=b+3c+y
—ldxr —6y+ 11z =2b+2c+ 2

On prend b=0, c=—1, e3 = (0,2,1), donc on a : M = PTP~!
1 1 0 1 0 0

avecT=(0 1 -1]etP=|1 3 2
00 1 2 21
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Chapitre

Espace vectoriel euclidien

3.1 Produit scalaire

Définition 3.1.1
On appelle produit scalaire sur E/ toute forme bilinéaire f symétrique définie positive, ¢’est
a dire que ¢ : E x E — R telle que :

1) ¢ est bilinéaire.

2) ¢ est symétrique i.e. ¥(z,y) € B2, o(x,y) = o(y, ).

3) ¢ est positive i.e. Ve € E, p(z,x) > 0.

4) ¢ est définiei.e. Vx € E, p(z,x)=0= 2 =0g.

Remarque 3.1.2
Puisque ¢ est symétrique, donc pour montrer que @ est bilinéaire il suffit de montrer que
 est linéaire par rapport & une variable.

Exemples 3.1.3
1) Soit E =R". Pour X = (x1,...,xn) €t Y = (y1, ..., yn) dans R™.

n
On pose p(X,Y) =z1y1 + -+ Tt = Y Ti Ui-
i=1
¢ est un produit scalaire (exercice) appelé produit scalaire canonique de R™.

2) Si E = C, c’est un espace vectoriel de dimension 2.
V(z,2") € C?, on pose p(z,2') = Re(22'). ¢ est un produit scalaire.
Siz=x+1iy et 2 =2 +iy, alors p(z,2") = z2’ + yy/'.

Ce produit scalaire est appelé produit scalaire canonique sur C.

Remarques 3.1.4
1) Le produit scalaire de x et y est souvent noté (z|y), ou x -y ou < x,y > .

Dans tout ce qui suit, (.|.) désigne un produit scalaire sur E.
2) D’apres la bilinéarité, on a (Oly) = 0 Vy € E, en particulier (0|0) = 0 et d’aprés la
positivité, on a : (z|x) = 0 = x = 0. D’ou I’équivalence (z|x) =0 < x = 0.
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3.1.1 Notions métriques

Inégalité de Cauchy-Schwartz

Théoréme 3.1.5
V(z,y) € E?,
(zly)? < (z]z) (yly).

De plus, on a I’égalité si x et y sont colinéaires (i.e. forment une famille liée).
Preuve.

Siz = 0p, on a I'égalité (0ly)? = 0 = (0]0) (y|y) Vy € E.

Sixz # 0p, soita € R, on a: (ax+y|ax+y)>0.

Par bilinéarité et symétrie, on a aussi :

(ax +y|ax + y) = o (z|z) + 2a(z|y) + (y|y).

Posons a = (z|x), b= 2(x|y) et ¢ = (yly), on a : a # 0 car x # 0.
Le trinome aa®+ba+c est de signe constant (> 0), donc son discriminant A = b* — 4ac
est négatif (i.e. <0). Dot :

A(zly)® — 4(z|z) (yly) < 0.
Par suite,
(z[y)* — (z|z) (yly) <0,
et donc,
(z]y)? < (x]z) (yly).

Si on a Iégalité, alors le discriminant est nul et par suite le polynéme s’annule, donc
JreR/ (ax+y|ax+y) =0, et donc ax +y = 0, et par suite la famille (x,y) est liée.

Inversement, supposons que la famille (z,y) est liée, comme x # 0, alors Ja € R tel que
Yy = ax.
Par bilinéarité, on a :

Corollaire 3.1.6
V((azl, ey T, (yl,...,yn)) € (R™)?2, on a :

(Sow)’ = (o) (2o8)

Preuve.

Inégalité de Cauchy-Schwartz pour le produit scalaire canonique de R".
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Norme euclidienne

Définition 3.1.7
On appelle norme euclidienne ( ou longueur) d’un vecteur x € E,

le réel ||z|| = /(z|x).

Exemples 3.1.8
1) Pour E = R"™ muni du produit scalaire canonique,

VX = (z1,...,2z,) € R", X =/22 4+ +22.

En particulier pour n = 1, ||z|| = V22 = ||.

2) Si E = C muni du produit scalaire canonique, Vz € C, ||z]| = |z|.
Proposition 3.1.9
Ve,y € E, Va € R, on a :

1) |zl = 0.

2) ||z =0 <=2 =0.

3) [lox]| = fer| [l]]

4) [(ly)l < =] flyll

5) |(z|y)] = =] |ly|| <= = et y sont colinéaires.

Preuve.
1) Jlall = /@) > 0.
2) ||lz|| =0 <= /(z|z) =0 <= (z|z) =0 <=z = 0.
3) llall = /{alaz) = Va2(@lz) = la] /&) = lof o]l

4) D’aprés 'inégalité de Schwartz, on a :

(ly)® < = yll* <= I(ly)] < ]l ly]-
Inégalité triangulaire

Théoréme 3.1.10
Ve,y € E,
4+ yll < [zl + lly

et
|z + yl| = ||z|| + |ly|]| <= = et y sont colinéaires et (x|y) > 0.

(on dit x et y sont colinéaires ou ont la méme direction et méme sens ).
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Preuve.

Soient x,y € F/, on a :

lz+yl* = (@+ylz+y) = (z[z) + 2(zly) + (yly)
= ||z|* + 2(z|y) + [ly]|*-

Donc d’aprés 'inégalité de Cauchy Schwartz, on a :

lz +yl* < llzll* + 2llz [yl + Iyl* = Ul + llyl)?.

(car o+ yl? = @+ yla+y) = (alo) + 2ely) + (yly)
= |21 + 2(aly) + Iy

< lz|® + 2||z|| [|y]| + |lyI* d'apres la proposition précédente).

D’ou I'inégalité triangulaire ||z + y|| < [|z|| + |ly]|-

Si on a égalité :

lz + yll = llll + Iyl <= lla +ylI* = (=]l + lyl)?
= |lz])? + 2(ly) + Iyll* = l2l® + 20 Iyl + y]*
= (zly) = [l=[ lyll
= (zly) = 0 et (zly) =[] [yl

<= x et y ont méme direction et méme sens (d aprés la proposition ).

Corollaire 3.1.11 (Inégalité triangulaire renversée)
Ve,y € E,

[lall = llgl| < Nz = w1l < llall + Nyl

Preuve.
Soit (z,y) € E?, ona: |z =z —y+yl <[z -yl +]yl
Do, |lzf| = [lyll < [l —yll.
De fagons symétrique, on a aussi : |yl — ||z|| < |ly — z|| = |z — y||.
Proposition 3.1.12 (Identités remarquables)
Y(x,y) € E?, on a :
1) flz+yl* = [l=[1* + 2(=[y) + [ly[]*.
2) [lz = yl* = [l=[* — 2(=[y) + [ly]]*.
3) (x+ylz—y) ==l — [lyl*
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Preuve.
lz+yl> = (z+ylz+y)

= (zlz) + (zly) + (ylz) + (yly) (bilinéarité)
= ||lz||* + 2(z|y) + ||y||* (symétrie).

En changeant y par —y, on a de méme :
lz = ylI* = llel® + 2(2 = y) + | = ylI* = l|2[I* — 2(]y) + [ly[I*
Par symétrie, on a :

(z+ylz—y) = (z]z) — (z|y) + (ylz) — (yly)
= |z[|* = |ylI* (par symétrie).

Corollaire 3.1.13 (Identité de parallélogramme)
Ve,y € E,

lz + yl* + |z = yll* = 2 (l2]* + lyl*).-

Preuve.

Somme des deux égalités précédentes.

Remarque 3.1.14
L’identité du parallélogramme signifie que, dans un parallélogramme, la somme des carrés
des longueurs des diagonales est égale a la somme des carrés des longueurs des cotés.

Proposition 3.1.15 (Identité de polarisation)
Ve,y € F,

lz +yl* = |z = yl* = 4 («]y).

Remarque 3.1.16
Par l'identité de polarisation, on peut calculer un produit scalaire & partir de la norme
euclidienne associée.

Distance euclidienne

Définition 3.1.17
On appelle distance euclidienne séparant deux vecteurs x et y de E, le réel positif :

d(z,y) = |ly — x|

Exemple 3.1.18
Dans EF = R"™ muni du produit scalaire canonique, on a :

x = (21, ..., y) €t y= (Y1, ..., Yn) dans R",  d(z,y) =
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Proposition 3.1.19
Y(x,y,2) € E3, on a :

1) d(z,y) =0<=x =y séparation.

2) d(z,y) =d(y, ) symeétrie.

3) d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) inégalité triangulaire.

4) d(x + z,y + z) = d(z,y) invariance par translation.

Preuve. élémentaire.
Vecteurs orthogonaux

Définition 3.1.20
x et y sont dits orthogonaux si (x|y) = 0.

Exemple 3.1.21
Soit x € E,ona: xestorthogonal ay Yy € E < x=0.

Définition 3.1.22
F = (e1,...,en) est une famille de vecteurs orthogonaux de E si

(eilej) =0 Vi # j.

Exemple 3.1.23
Dans R™ muni du produit scalaire canonique, la base canonique est une famille orthogonale.

Théoréme 3.1.24 (Pythagore)
Si F = (e1, ..., e,) est une famille orthogonale, alors :

lex + - +enll* = llex|® + - + lleal .

Preuve.
Par récurrence sur n € N*,
Pour n =1, trivial.

Supposons que cette propriété est vraie pour n > 1 et montrons qu’elle est vraie pour n+1.
Soient (e, ..., eny1) une famille orthogonale.
On sait que  |la+ b||?> = ||la||?> + 2(a|b) + ||b]|?>, aveca=e;+---+e, et b=e,11,0na:

lex + -+ ens1ll* = llex + - +enll* + 2(ex + -+ + enlent1) + llenta]?
=ller + - +enl* + [lenta (car er+---+ep et eptq sont orthogonaux)

= llea]® + - + llenll® + |lens1ll® par hypotheése de récurrence.

Corollaire 3.1.25
Toute famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul est libre.
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Preuve.

Soit {e1, ..., e, } une famille orthogonale telle que Vi, e; # 0. Supposons que :

n
are] + - +ape, = E aiei:O.
i=1

La famille {a ey, ...,cve, } est aussi orthogonale, donc d’aprés Pythagore,

n n
2 2
on a: H E a; el = E levi eil|*,
i—1 i=1
or H g a;e;l| =0, donc g ||l e;]| = 0.
i=1 i=1
Par conséquent, Vi, ||o;e;]|> =0, et par suite Vi, «;e; =0, or les e; sont non nuls, donc

Vi, a; = 0.

Conclusion :  {ey,...,en} est libre.

Famille orthonormeée

Définition 3.1.26
x € E est dit unitaire (ou normé) si ||z|| = 1.

Exemple 3.1.27
La base canonique de R™ est constituée de vecteurs normés.

Définition 3.1.28
La famille F = (eq, ..., e,) est orthonormée si e; est unitaire Vi et les e; sont deux a deux
orthogonaux i.e. (ejle;) = d;j.

Exemple 3.1.29
La base canonique de R™ est orthonormée.

Définition 3.1.30
Normer un vecteur x € E '\ {Og} revient a considérer le vecteur unitaire

€T
U= —r.
]

Proposition 3.1.31
Toute famille orthonormée est libre.

Preuve. Une telle famille est orthogonale et ne contient pas 0.

Procédé d’orthogonalisation de Gram Schmidt

Théoréme 3.1.32
Soit F = (ei,...,e,) une famille libre de vecteurs de E. On peut construire une famille
orthonormée (uq, ..., u,) de vecteurs de E vérifiant :

vect(eq, ..., ex) = vect(u,...,ug), Vk€{l,..,n}.
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Remarque 3.1.33
En pratique, soit (eq, ..., e,) une famille libre.

* Posons u; = ej.
* Supposons que ui, ...,u, sont trouvés et cherchons uy1 de la forme :
Upr1 = Bepr1 tarer +--+ape

et telle que (upt+1lug) =0 Vk e {1,...,p}.
D’ou la valeur de oy, en effet :

(uk|upt1) = o + Blukleps1) = 0= ar = —Bukleps).
Dot :
P
Upt1 = f3 (€p+1 - Z(uk|€p+1)uk) = fuw.
i=1
Puisque |upi1] =1 alors |B]|w| =1 = [8] =

Tl
Puis, on normalise la famille (uy, ..., u,) en prenant :
Uk
u=——, Vke{l,..,n}.
C ]
Exemple 3.1.34
Dans R? muni du produit scalaire canonique.

Soient e; = (0,1,1), e2 = (1,0,1) et e3 = (1,1,0).

11
_|._
1 0

11
01

On a : det(ey, ez, e3) = =1+4+1=2+#0, donc la famille

— = O

1
0
1

=

(e1,e2,e3) est libre.
Formons sur orthonormalisée selon le procédé de Schmidt :
* U] = e = (0,1,1).

* Soit us = ey + auq.

Ona: (uglu;) =0= ((au1 +eglel) =0

0 1
:><a1+0‘
1

>:o

0
1
1 1
0 1 0 1 0
:><a+0'1>:():>a-1:0
Q 1 1 a+1 1
1
:>a+a+1:O:>2a+1:02a:—§.
1
Et par suite us = ¥(1,0,1) — %t(()7 1L,1)=| —-1/2
~1/2
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Soit ug = ajul + asus + es.

(uzlu1) =0 = a1 = —% et (uglug) =0= ag = _%.
Do, uz = 1(2/3,2/3, —2/3).
En normalisant,
(151 1 1 1 U ) 1 1 1 1 1
T el T V2T ©, 72’72)’ Y2 Tl (%7_76’ %)7 u3z = (ﬁ’%’_ﬁ>'

Orthogonale d’une partie

Définition 3.1.35
On appelle orthogonale d’une partie A de E, I'ensemble At constitué des vecteurs ortho-
gonaux a tout vecteur de A i.e :

At ={zeE/Vaec A, (alz)=0}.

Proposition 3.1.36
Soit A une partie de E, A est un sous espace vectoriel de E.

Preuve. Exercice simple.

Proposition 3.1.37
Soient A et B deux parties de E.

1) Ac AL

2) ACB= B+ C AL

3) At = (vect(A))J'
Preuve.

1) et 2) simple.
3) Ona: A Cuwvect(A), donc (vect(A))L C At

Inversement, on a :

AQAJ_J_

donc,
vect(A) C At = AL C (vect(A))* (car At est un s.ev de E),

et puis on a :
A C ALL — ALLL C AL.

De plus :
At c (AHH (dapres 1)) = AL

donc A+ = AL Clest a dire A+ C AN = (vect(A))l

Do A+ = (vect(A))l

Algébre 2



29 CHAPITRE 3. ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN

Sous espaces vectoriels orthogonaux

Définition 3.1.38
Deux sous espaces vectoriels F' et G de E sont orthogonaux, si :

(xly) =0, Vz € F, Vy € G.

Exemple 3.1.39
Si F est un sous espace vectoriel de E, alors F' et F sont deux sous espaces vectoriels
orthogonaux.

Proposition 3.1.40
Si F' et G deux sous espaces vectoriels orthogonaux, alors F NG = {0g}.

Proposition 3.1.41
Soient F' et G deux sous espaces vectoriels de E. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) F et G sont orthogonaux.
2) F C Gt
3) G C Ft.

Preuve. Exercice.
3.2 Espaces vectoriels euclidiens

Définition 3.2.1
On appelle espace vectoriel euclidien tout R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un
produit scalaire.

Exemples 3.2.2
1) R™ muni du produit scalaire canonique est un espace vectoriel euclidien, on dit que
R"™ est muni de sa structure vectorielle euclidienne canonique.

2) Tout sous espace vectoriel d’un espace vectoriel euclidien est un espace vectoriel
euclidien.

Définition 3.2.3
On appelle base orthonormée de E toute base qui constitue une famille orthonormé.

Exemple 3.2.4
La base canonique de R".

Théoréme 3.2.5
Tout espace vectoriel euclidien peut étre muni d’une base orthonormeée.

Preuve.

Soit B = (ey,...,en) une base de E, B est libre, donc on peut 'orthonormaliser par le
procédé de Schmidt.
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Composantes dans une base orthonormée

Soit F un espace vectoriel euclidien muni d’une base orthonormée
B = (e1,...,en).

Théoréme 3.2.6 n
Pour tout x € E, on a: x = Z(ek]x) e
k=1
Donc les composantes de x dans B sont : (e1|z), ..., (en|x).

Preuve.
n

B une base, donc I(ag)peq1,..n} / T = Z ay e, comme le produit scalaire est bilinéaire,

k=1
alors :

n n
(€k|$) = Z (07 (€k|€i) = Zai 5kz = 0.
=1 =1

Exemple 3.2.7
Si f est un endomorphisme de E et A = (aij)1<i,j<n € My (R) est la matrice de f dans
Bie A= MB(f), alors : Q5 = (61' | f(e])) VZ,]

En effet, a;; est la i®me composante dans la base B de I'image du j™

i.e. f(ej).

Théoréme 3.2.8
Si X = Yx1,...,xn) et Y = Y(y1,...,yn) dans la base B, alors :

¢ vecteur de base

n
(XY) = sz‘yz‘ et [|X] =
i=1

ie : (X|Y)="!XY et |X|?="'XX.

Corollaire 3.2.9
L’application
v : E — R"
X — oX)=(z1,...,Tpn)
est un homomorphisme de R-espaces vectoriels tel que : (X|Y)g = (p(X) | @(Y))rn.

Par conséquent, E muni d’une base orthonormée est semblable & R"™ muni du produit
scalaire canonique.

Supplémentaire orthogonal

Théoréme 3.2.10
Si F' est un sous espace vectoriel d’un espace vectoriel euclidien E, alors F et F- sont
supplémentaires dans FE.
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Définition 3.2.11
F est appelé espace supplémentaire orthogonal de F.

Corollaire 3.2.12 (Théoréme de la base orthonormée incompléte)

Toute famille orthonormée de vecteurs de E peut étre complétée en une base orthonormée
de E.

Preuve.

Si (e1, ..., em) est une famille orthonormée de E. Posons F = vect(ey, ..., €y,) et considérons
la basse orthonormée (€11, ..., €n) de F- supplémentaire orthogonal de F. Donc (e1, ..., e,)
est une base orthonormée de E.

Corollaire 3.2.13

dimF+ =dimE —dimF et F't=F

Preuve.

E=F®Ft=dimF*+dimF=dimE.
Ona dimF*+t =dimF, or F C F*+ donc F = F++.
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