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Résolution des équation différentielle du premier ordre

Exercice.1 Le but de cet exercice est de montrer pourquoilorsque A = 0, la solution "en plus" de e"*
est du type xe™”. Nous allons voir d’ot1 vient cette multiplication par = sur 1'étude de I'exemple :

vy’ — 8y + 16y = 0.

1. Résoudre I'équation différentielle y” — 8y’ + 16y = 0.

2. On consideére I'équation différentielle
(En)  y" — (84+h)y' + (16 4 4h)y = 0.

Résoudre, cette équation lorsque h > 0.

3. En déduire que la fonction

1 1
yn(z) = Ee(“h)” — et

est une solution de (E},).
4. Lorsque h tend vers 0 vers quelle équation tend (£},)?

5. Lorsque h tend vers 0 vers quelle est la limite de y;,(z)?

Correction

Exercice.2 (Equation d’Euler)
On appelle équation d’Euler une équation différentielle du type :

az®y” + bxy + cy = f(x) (1)

ol a, b et c sont des réels fixés (a est supposé non nul) et f une fonction donnée de R dans R.

On suppose connue une solution particuliére y;. On considere 1’équation sans second membre :

az®y” +bxy +cy=0 (2

Sur chacun des intervalles R’ et R*, on fait le changement de variable ¢t = In|z|; c’est-a-dire que
si y est solution de I'équation (2), on pose y(z) = z(In(|z]).

1. Montrer que la fonction z est une solution de 1'équation différentielle suivante :
az’ +(b—a)z +cy=0 (3)

2. Application : Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) 2%y — 2xy + 2y = 1.
b) z?y” + 320 +y = In|z|.
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Exercice. 3
Soit n un entier strictement positif. On considéere I'équation différentielle suivante :

1

E, ' —
(Bn) oy +ny T

1. Résoudre les équations (E;), (Es) et (E3) sur |0, +o0].

2. Pour z > 0, on pose :

x tn—l
@n(x):/o 1+t2dt'

Exprimer la solution générale de (E,,) sur |0, +oo[ a 'aide de la fonction ®,,.

3. En remarquant que :

1 1
Vt e [0,z] : 1+x2§1+t2§1

a- Donner un encadrement de ®,,(x),

®, ()

xn

b- Déterminer la limite de en 0.

4. En déduire que 'équation (E,) admet sur |0, 00| une solution unique f,, possédant une
limite finie en 0. Préciser cette limite.

5. On prolonge f, par continuité en 0. De I’encadrement de f,(x) sur [0, +-o00[, déduire que f,
est dérivable en 0. Préciser f/ (0).

6. En utilisant I'équation différentielle (£,,), déterminer le sens de la variation de f,, sur [0, +oo].
7. En déduire que f,, admet une limite finie / en +o0.

8. On suppose que [ > 0 et on considere la fonction g,, définie sur |0, +oo| par :

n.l

gn() = fulx) + o In(x)

a- Déterminer les limites en 400 de g, (z) et de g, (z).
b- Trouver une contradiction et en déduire la valeur de (.

9. Présenter, sur un seul repere, les graphes des fonction f;, f; et fs.
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Correct. Exercice.1

1. L'équation caractéristique associée a y” — 8y’ + 16y = 0 est

r? —8r+16 = 0.

Pour cette équation nous avons A = 8% — 4 x 16 = 0.
Nous avons une racine double ry = 4.
Ainsi la solution de I'équation homogene est :

y = X' + pae'®, A p e R
2. L'équation caractéristique associée a
(En) v — (84+h)y + (16 +4h)y = 0.
est

r? — (8 +h)r + (16 + 4h) = 0.

Pour cette équation nous avons
A = (8 + h)* — 4(16 + 4h) = 64 + 16h + h® — 64 — 16h = h*

Nous obtenons alors deux racines distinctes : r; = 4 etry =4 + h.
Ainsi la solution de I’équation différentielle considérée est :

yp = Cre’® 4 Cheltthiz, Cy,Cy € R.

— 1
3. En prenant C; = o et Cy = 5 nous obtenons le résultat désiré.

4. Lorsque h tend vers 0 I’équation (E},) tend vers y” — 8y’ + 16y = 0.

5. Lorsque h tend vers 0 la limite de y;,(x) est par définition de la dérivée

pAt+h)z _ pda

lim yp,(z) = lim = f'(4) = ze*”,

h—0 h—0 h
Conclusion : (E}) tend vers y” — 8y’ + 16y = 0 lorsque h tend vers 0. Nous nous attendons
donc a ce que les solutions de (E}) tendent vers les solutions y” — 8y + 16y = 0 lorsque h
tend vers 0. C’est effectivement ce qu'il se passe : y;, est une solution de (E},) et lorsque h tend
vers 0 nous avons y;, qui tend vers re*® qui est 1a solution en plus de y” — 8y’ + 16y = 0.
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