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Résolution des équation différentielle du premier ordre

Exercice.1 Soit E la fonction en escalier nulle sur R~ et égale a 1 sur R* .
Trouver les solutions de 1’équation différentielle, sur 'intervalle | — 1, 1], suivante :

y(2) + E(x)y(x) = 0.

Correction

Exercice.2 Résoudre les équations différentielles suivantes sur les intervalles sur lesquels la fonc-
tion en facteur de ¢’ ne s’annule pas :

a) Yy +2y=a2>—-21+3 b) zy —y=2%"
o (zln(x))y —y= %(111(%) +1) d 1+2)y+y=1+In(l+2x)
r—1 1
l—a)y +y=—" ) yty=
e (1-a)y'+y=— ) Yty ]
g) y'sin(z) —ycos(x)+1=0 h) 2zy +y=2"

Correction

Exercice.3 Soit f une fonction de classe C? (c’est a dire deux fois dérivable sur R et dont la dérivée
seconde est continue sur R).

1. Montrer qu’il existe au plus une application g de classe C? sur R telle que
Ve e IR, g¢g(x)= / (x —t)g(t)dt + f(x).
0

2. Résoudre I'équation dans le cas ot f(z) = cos(z).

Correction

Exercice.4

(a) En utilisant les primitives des fonctions f et g, expliquer comment trouver des solutions d"une
équation différentielle du type :

f(@) +9g(y)y = 0.

(b) Trouver les solutions des équations différentielles suivantes :

()  (A+a?)y =1+y"

1—92
.. /_
(74) y—\/l_ﬂ.

Y a-t-il unicité des soutions au probléme de Cauchy pour (ii)?

Correction

Pr: H. MAHDIOUI page 1 ENSA-P(C}-



Ecole Nationale des Sciences Appliquées

Résolution des équation différentielle du second ordre

Exercice. 5
Intégrer les équations différentielles suivantes :

a) y +y —6y=1-—8x— 302> b) vy +y =3+2

0 vy’ +4y=4+2x— 8% —42° d) v’ +3y +2y=¢"

e) ¥y +3y+2y=e" ) v +2y+y=2e"

g) y’ +4y +4y = (162> + 161 — 14)e>* h) 7 =3y +2y = (=322 + 10z — 7)e”

i) v +y —2y=_8sin(22) i)y — 2y + 5y = —4e " cos(x) + Te *sin(x)
—4e” sin(2x)

Exercice. 6 Soit (E) ’équation différentielle :

ar®y” +bry +cy =0, avec (a,b,c)€R* x R?

(@) Enposant z(t) = y(e'), montrer que y est solution de (E) sur R si et seulementsi z est solution
d"une équation du second ordre a coefficients constants que 'in donnera.
(b) Quelle est la forme de (E) sur R et R* ?
(c) Résoudre I'équation :
x2y77 o in/—i-y -0

(d) Endéduire des résultats précédents, toutes les applications f deux fois dérivables sur R’ telles
que:

Ves0,  fio)=f(h)

Exercice. 7

1. Soit I’équation différentielle suivante :
zy” +2@+ 1)y + (r+2)y=0

En posant z = xy, résoudre cette équation différentielle sur R.

2. Soit I'équation différentielle suivante :
2?4+ y? —2zyy’ =0

En posant z = y?, résoudre cette équation différentielle sur R.

3. Intégrer I'équation différentielle suivante sur tout intervalle ne contenant pas —1:
(L+2)y" +(L+a)y —2=0

On peut poser ¢ = .
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Correction des exercices

Correct. Exercice.1
Soit f une solution de 1’équation sur | — 1, 1. Alors f est solution de 1’équation y' = 0 sur | — 1,0[

etdey +y = 0sur]0,1[, donc il existe (), 1) € R? tels

{ flz)=A r €] —1,0]
fimy=pes  we -0

En écrivant que f est continue et dérivable en 0, on trouve A = p = 0, puis f qui est bien solution
de I'équation.

On remarque que cette équation linéaire du premier ordre n’a que la solution nulle, ce qui n’est
pas en désaccord avec la proposition du cours puisque la fonction f n’est ici pas continue sur I.

Correct. Exercice.2

(@) Intégrons l'équation y' + 2y = x? — 2z + 3 pour = € R.
La solution de l'équation homogene est yi = A\e>* avec AR.
On cherche une solution particuliere sous la forme d'un polynéme de degré 2. En effet
1, 3 9

Yyp = =" — T+ —

2 2 4
La solution générale de 'équation avec second membre est :

Cor L 3 9
y=yntyy=re T +oat -+ AER
(b) Soit zy’ — y = x%e” pour z € R*.
L'équation homogene est 2y’ — y = 0. On peut aussi écrire que :
dy _ Y dy _

y=- < Y

, dx
de T Y o

qui donne que aprés une intégration In |y| = In || + Cte, et devient

yu(x) = Az, A eR.

La méthode de variation de la constante permet de trouver la solution particuliére. En effet,
on considere la fonction

y(x) = x.A(z)
y'(z) = Nz) + 2.\ (x)
zy'(z) = 2\ (z) + 22N (2) = y(x) + 22N (2)

On remplace dans I'équation générale on obtient que :

vy —y =2 N(z) = 2%" = N(z)=¢"

Alors A(z) = e* 4+ Ao, avec )y € R.
La forme des solutions générales sur € R* est donc :

Yy = Ao.x + xe”, X €ER
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-1
(o) Soit (z1n(z))y’ —y = —(In(x) + 1) pour z €]0, 1[U]1, +o0]
x
La solution de I'’équation homogeéne est y; = AIn(z). avec AR.
La méthode de variation de la constante permet de trouver y, = — comme solution particu-
T

liere. La forme des solutions génarales sur |0, 1| ou sur |1, +-o00[ est donc :
1
=yH+yp=Aln(a:)+; A eR.

(d) Intégrons l’équation (1 + )y’ +y = 1 + In(1 + x) pour tout x € R\ {—1}.
La solution de I’équation homogeéne est :
A
=—, AeR
v () 142
La fonction y, = In(l 4 ) est une solution particuliere. La forme des solutions sur | — 1, +-o00|
est donc La forme des solutions génarales sur | — 1, +-o00[ est donc :

A
y:yH+yp:H—x+ln(l+x), AeR.

(e) Soit (1 —xz)y +y= vl pour z # 1.
xr

La solution de I’équation homogene est : @=1) AeR.
x p—

Puis la méthode de variation de la constante donne :

S S
A(z)_x(l—x)_:c x—1

d'oit AMz) = In xl + X, MER

Les solutions sur R* ou ]0,1[ ou |1, +00[ sont donc :

y=(r—1)In

Xz
m_l‘—l-/\o(.ilﬁ—l) Ao € R.

(f) Résoudrey/ +y = 7 pour tout z € R.
eit
La solution de I"équation homogene est yz = Ae™*, avec A € R. Puis la méthode de variation

de la constante donne : N
(&

N =
(x) e+ 1

donc A\(z) = In(1 + €%) + A, X €ER
La solution générale est donc :

y=-e “In(l+¢€")+ Age™*

(g) Résoudre y/'sin(z) — ycos(z) + 1 = 0 pour tout = € I, =|nw, (n+ 1)7|.
Les solutions de 1’équation homogene sont de la forme Asin(z), pour A € R.
On remarque d’autre part que cos(z) est une solution particuliere de 1’équation.
La solution générale sur un intervalle I,, est donc de la forme

y = Asin(z) + cos(z)
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(h) On résout I'équation 2zy’ 4 y = 2" sur R* et sur R .
La solution de 1’équation homogeéne associée est

A
sur R? —, AR
+ \/E €
i
sur R* , R
- J—z e
JZTL
Une solution particuliere sur R* ou sur R* de I’équation est y, = 1
n

La solution générale de 1'équation est donc

)\ xn
R* : —+—— AR
Sur - By Jr Ty e
sur R* o + a fbe

Correct. Exercice.3
Soit f une fonction de classe C? (c’est a dire deux fois dérivable sur R et dont la dérivée seconde
est continue sur R).

1. Montrons qu'il existe au plus une application g de classe C? sur R telle que

VeeR, g(z)= /Ox(a: —t)g(t)dt + f(x).

En effet, Par double dérivation, on obtient :
Ve eR, g¢'(x)—g(x)=f"(2).

avec de plus ¢(0) = f(0) et ¢’(0) = f'(0).

Si gy et g2 sont deux solutions du probléme, alors y = ¢g; — g2 est solution du probléme de
Cauchy y” —y = 0 et y(0) = 0 et ¥(0) = 0 qui admet une seule solution qui est la fonction
nulle. Cela prouve que le probléme admet au plus une solution.

2. Casou f(z) = cos(z), la solution générale de 1'équation :

79

y" —y = —cos(x)
est:y = Xe " + pe’ + % cos(x).

1
Il faut de plus g(0) = f(0) et ¢'(0) = f’(0) ce qui impose X = p = 7

Correct. Exercice.4

(a) Soient F' et GG les primitives des fonctions f et g respectivement. On remarque que si y est
solution de I’équation alors

Fa) = [ $@)iz =~ [ gy = ~G(w)

Sur les intervalles sur lesquels G est bijective de réciproque G, on a

y =G lo(—F)
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(b) Application : Trouvons les solutions des équations différentielles suivantes :
(@) (A+a2%)y =1+y"

dy 1 1

& 2 = .
drl1+y? 14 a?

dy  dw
1+y?  1+4a?

ce qui donne :
arctan(y) = arctan(z) + Cte = arctan(x) + arctan(Cte)

donc

Tt
I

Y

On vérifie que y est bien solution de I"équation.

g [1— 2
/I
() o = Tl

alors :

dy ~ dx
Vi—y2 V1%

=

arcsin(y) = arcsin(x) + Cte

et:

y = xcos(Cte) + V1 — 22 sin(Cte).
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Résolution des équation différentielle du second ordre

Correct. Exercice. 5
Intégrer les équations différentielles suivantes :

(@) Intégronsy” +y' — 6y =1 — 8z — 3022 .
L'équation caractéristique est 7> + r — 6 = 0 qui a deux racines 2 et —3.
On cherche une solution particuliere sous la forme d'un polyndéme de degré 2 : on trouve
Yp = 2+ 3z + ba?. Les solutions sont donc de la forme :

y = 2+ 3w + 527 + A\je** + Age ¥, A1, A2 € R.

(b) Intégrons y” +y' = 3 + 2.
L'équation caractéristique est 7* + r = 0 qui a deux racines 0 et —1.
On cherche une solution particuliére sous la forme d’un polyndme de degré 2 : on trouve
T+ 72
Les solutions sont donc de la forme :

y=1x+2>+ X\ + Ae 7, AL Ao € R,

(c) Intégrons y” + 4y = 4 + 2z — 8x* — 4a°.
L'équation caractéristique est 7> + 4 = 0 qui a deux racines complexes 2i et —2i.
On cherche une solution particuliere sous la forme d’un polyndéme de degré 3 : on trouve
24 22 — 2% — 23,
Les solutions réelles sont donc de la forme :

y =2+ 21 — 2% — 2% + \; cos(2x) + Ay sin(27), A, A € R,

(d) Intégrons y” + 3y’ + 2y =¢€”
L'équation caractéristique est 7> + 3r 4+ 2 = 0 qui a deux racines réelles —2 et —1.
On cherche une solution particuliére sous la forme Ctee” : on trouve

1

Yp = 66‘”.

Les solutions sont donc de la forme :

1
y=Ae 4 de " + ge"”, A, A2 € R.

(e) Intégronsy” + 3y +2y =e"
L'équation caractéristique est 72 + 3r + 2 = 0 qui a deux racines réelles —2 et —1.
On cherche une solution particuliere sous la forme Ctex.e™ : on trouve

yp = xe”.

Les solutions sont donc de la forme :

Y= e 4+ e " +xe ", A, A € R.
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(f) Intégrons y” +2y' +y = 2e™*
L'équation caractéristique est 7 + 2r + 1 = 0 qui une racine double —1.
On cherche une solution particuliére sous la forme C'te.z?e™" : on trouve

yp — x2ef:r

Les solutions sont donc de la forme :

Y= A\e "+ oz + 227, A, A € R.

(g) Intégrons y” + 4y’ + 4y = (162 + 16z — 14)e**
L'équation caractéristique est 7 + 4r + 4 = 0 qui une racine double —2.
On cherche une solution particuliére sous la forme P(z)e* avec P de degré 2 : on trouve
(z? — 1)e**. Les solutions sont donc de la forme :

y = (2% — 1)e* + Ae " + \gwe >, A, A € R
(h) Intégrons y” — 3y’ + 2y = (—3x* + 10z — 7)e”
L'équation caractéristique est 7* — 3r + 2 = 0 qui a deux racines 1 et 2.
On cherche une solution particuliére sous la forme P(z)e” avec P de degré 3 : on trouve
(23 — 227 + 3x)e”.
Les solutions sont donc de la forme :

y = (2° — 227 + 37)e” + A\ + Mpe”., A1, Ag € R.

(i) Intégrons y” +y' — 2y = 8sin(2x)
L'équation caractéristique est 7> + r — 2 = 0 dont les racines sont 1 et -2.
On cherche une solution particuliere de 1’équation sous la forme a sin(2z) + /3 cos(2z).

—6 2
On trouve : 5 sin(2z) — = cos(2x)

La solution générale de 1'équation est donc :

—6 2
Yy = 5 sin(2zx) — = cos(22) + Are 2" + Ape”., A1, Ag € R.

(j) Intégrons y” — 2y’ + by = —4e " cos(z) + Te * sin(z) — 4e” sin(2z) L'équation caractéristique est
r? — 2r + 5 = 0 dont les solutions sont 1 — 2i et 1 + 2.
La solution de 1’équation homogeéne est donc :

Yy = Ae” cos(2x) + A€’ sin(2z)
On cherche une solution particuliere de 1’équation :
Yy’ —2y+ by = —4de “ cos(z) + Te *sin(z)

sous la forme : ce™" cos(z) + fe " sin(z).
On trouve e *sin(z). On cherche une solution particuliere de I'équation :

Y’ — 2y + 5y = —4e” sin(2x)

sous la forme :
aze” sin(2x) 4+ fre” cos(2x).

On trouve xe” cos(2z). La forme générale des solutions est donc :

y = ze® cos(2z) + e Tsin(xz) + Ae” cos(2x) + e sin(2z), A, A2 € R
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Correct. Exercice. 6
Soit (E) I'équation différentielle :

az®y” +bry +cy =0, avec (a,b,c) € R* x R?

(@) Soit y une fonction définie sur R* et = la fonction définie sur R par z(¢) = y(e’). Ona:
() =ey(eh) et 27(t) = ey (e') + ey (eh).
Donc y est solution de (E) sur R, si et seulement si 2 est solution sur R de :
az” + (b—a)z' +cz = 0.

(b) On en déduit, suivant les racines de 1’équation caractéristique de (£’) la forme des solutions
de (E') sur R et donc de (E) sur RY.

(=) Sil'équation caractéristique admet deux racines réelles distinctes r; et r;, les solutions
de (E) sont les combinaisons linéaires de =™ et x"2.

(=) Sil'équation caractéristique admet une racine double r;, les solutions de (£) sont les
combinaisons linéaires de 2™ et 2" In(z) .

(=) Sil’équation admet deux racines complexes non réelles conjuguées o + i3 et
a—1f3

,alors les solutions de (F) sont les combinaisons linéaires de x“ cos(5 In(z)) et 2 sin(f In(x)).
On réalise la méme opération pour les solutions sur R_ de (E) en posant :

Remarque : I'espace des solutions est de dimension 2.

(c) Résoudre l'équation : z?y” —zy' +y =10

Solution sur R;. Posons z(t) = y(e'), z est solution de

27 =2 4+2=0
donc est de la forme z = \e! + ute!, avec A, i € R. Les solutions sur R sont donc de la forme
y = Az + pxln(z), A€ R,

Solution sur R, . Remarquons que si y est solution de (£) sur R~ si et seulement si y(—z)
est solution de (F) sur R . Les solutions sur R, sont donc de la forme

y = \x + pxln(—x), A€ R.

(d) En dérivant, on trouve que si f est solution du probléme alors elle vérifie I’équation :

:L,Zyn +y:0

d’otl, en posant z(t) = y(e') :
27 =2 4+2=0.
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Les solutions de I'équation différentielle sont donc de la forme :

M/ cos <\/7§ ln(x)) + py/z sin (?111@)) : A\ eR.

On cherche ensuite parmi ces fonctions celles qui vérifient :

Vo >0, f) =)

X

On trouve comme condition nécessaire et suffisante \ = \/g,u. Les fonctions cherchées sont
donc de la forme :

V3T cos (?hl(l‘)) + py/ sin (?hl(]})) :

Finalement

f(x) = 2uy/xsin (%ﬁ In(z) + g) :

Correct. Exercice. 7

1. Soit I'’équation différentielle suivante :
zy” +2(x+ 1)y +(z+2)y=0

On pose le changement de variable z = xy, ona 2’ = y + zy’ et 27 = 2y’ + zy”. L'équation
devient :

2P +24+2=0
dont les solutions sont :

xT

Aze " + pe .
Alors les solutions de (E) sur R* ou sur R* sont de la forme :

—X

e
y=2Ae""+p

, A e R
x
2. Soit I’équation différentielle suivante :

2 +y? —2xyy’ =0

On pose z = y?,, I’équation devient 2?4 2z — 22 = 0 dont les solutions sur R’ ousur R sont
Az + 22, Les solutions de I"équation sont donc de la forme

y=VAr+z?> oubien y=-—-vVAir+ x?

3. Soit I’équation différentielle

(1+a2)y"+(1+a)y —2=0, a#-1
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Posons ¢y = z alors :
(1+2)2 +(1+xz)z=2.

La solution de I'’équation homogeéne est :
1

1+2x
La méthode de variation de la constante conduit a :

ZH:>\

1
= —(2In]1 A
z 1+x( n|l+z|+ N

Finalement la solution générale de 1’équation sur tout intervalle ne contenant pas —1 est :

y=(n|14+z))?+AIn|l+ 2|+ u, A€ R
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