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Exercice 01 :

1. Déterminer et factoriser le polynome caractéristique de :

3 -1
A=1| 2 2
-1 3
2. Démontrer que A est diagonalisable et déterminer une matrice D diagonale et une matrice

P inversible telles que A = PDP~!.
3. Caculer A" pour n € N

Solution :
1. Déterminons le polynome caractéristique de A :

X(A) =det(A — X13)
3—-X 0 —1
= 2 4-X 2
-1 0 3—-X

—a-x T
=(4-X)[B- X)2—1}
—U4-X)B-X+1B-X-1)
= (4-X)*(2- X)

2. L’ensemble des valeurs propres de A est Sp(A) = {2,4} avec 4 une valeur propre double. La
matrice A est diagonalisable ssi : Z dim(E,) = 3, soit X = (z,vy, 2)

3 0 —1 x 4x

— | 2 4 2 y| = |4y

-1 0 3 z 4z
(30 — 2 = 4x
— (2r+4y+22 =4y
([ —% + 3z =4z
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Le systéme se réduit a 1’égalité suivante : © = —z, donc :

T T 1 0
X=1ly|l=|vy |=2| 0 ]+y]|l
z -z —1 0

Par suite :

C’est-a-dire que : dim(E,) = 2.

Et on a :
X € Ey(A) <= AX =2X
3 0 —1 x 2x
— | 2 4 2 yl =12y
-1 0 3 z 2z
3T — 2 =2z
= (2r+4y+22 =2
|~z + 3z =2z
(2 — 2 =0
< 2r+2y+2z =0
(—T+ 2 =0
r =z
<~
{y =2z
Donc :
T x 1
z T 1
Par suite :
1
Ey = Vect{ —2 } — dlm(E2> =1
1
La matrice est donc diagonalisable, tel que :
4 0 0
D=0 40
0 0 2

On pose B = (uj,us,u3) tel que : w3 = (0,1,0),us = (1,0,—1) et ug = (1,—2,1) la base de

diagonalisation.



Calculons P71 :

0 1 1
det(P)=11 0 -2
0 -1 1
11
S
Et on a:
Lo -2 1 -2 |10
—1 1 0 1 0 —1
1 1 0 1 0 1
com(P)=1 =11 4 +‘0 1‘ 0 -1
I N (A Y B
0 —2 1 -2 1
—2 -1 -1
=1-2 0 o0
—2 1 -1
Et par suite :
. Y2 -1 -1
p! —2 0 0
det(P) o 1 1
BN
2\1 0 1

Par un long calcul la formule de changement de base est vérifiée &.
3. Par un autre long calcul & on trouve que :

L 2 0 on — 4n
A"=PD"PTl = A" = | 204" —27) 2x 4" 2(4" -2
on — 4n 0 on 4 4n

Exercice 02 :
1. Donner un exemple de matrice M5 (R) diagonalisable dans C mais pas dans R. Justifier.
2. Donner un exemple de matrice de M5 (R) non diagonalisable dans C. Justifier.

Solution :
1. Soit la matrice suivante :

1

Le polynome caractéristique de cette matrice admet deux racines complexes conjugées distinces ¢ et
—1i elle est donc diagonalisable dans C mais pas dans R.
2. Soit la matrice suivante :

A:<O _01):>X(A):X2+1

A=y 1) = =0-x7

Le polynome caractéristique de cette matrice admet une racine double A donc son unique valeur
propre est 1. Or elle n’est pas égale a 'identité Iy, par conséquent elle n’est diagonalisable ni dans C
ni dans R.



Exercice 03 :

1. La matrice M € M3 (R) est-elle diagonalisable ? on donne :

0 11
M=|-111
-1 1 2

2. M est-elle trigonalisable ? Si oui la trigonaliser.

Solution :
1. Calculons le polyndéme caractéristique de M :

-X 1 1
X(M)=det(M — XI3)=|-1 1-X 1

-1 1 2—-X

. 9

O >

\ +

S )

{ 1

S S}
—-X 1 0 0 1 0

=l-1 1-X X |=[-1+X-X? 1-X X

—1 1 1-X -1+ X 1 1-X

B —-1+X+X2 X
-1+ X 1—-X

= (1-X)(-14+X-XH-XX-1)=—(-X*+2X -1D1-X)=(1-X)3

Le polynome est scindé dans R et C tel que 1 est sa racine multiple d’ordre 3. Donc M est semblable
a la matrice identité I3, ce qui est absurde. Donc la matrice n’est pas diagonalisable.
2. Puisque le polynome est scindé, alors M est trigonalisable.

On sait déja que 1 est une racine du polynome, déterminons le vecteur propre associé :
Soit X = (z,y,2) € E1(M) :

(y—l—z =z
MX=X<+={—=ao+y+z =y
(—z+y+2z ==z

(y—i—z =z
< =z
\y+z2 =
T 1
¢:{y —x=[o]=z]0
z =x T 1
D’ou :
1
Ey (M) = Vect 0
1



Soit T la matrice semblable & M :

1
T=10 a#0 et (b,c)+#(0,0)
0

O = Q
=0 o

Soit u; = (1,0,1) et ug = (x,y,2), on a :
fug) = auy + ug <= Mug = auy + us
A (M — [3)U2 = auy
<= On résoud le systeme et on trouve

{x =z

<

Yy =a

Onprend : x =z =0et y =a = 1. Donc us = (0, 1,0).
On prend uz = (z,y, z) de la méme fagon on obtient :

T =z-—c
y =b—c
On prend : b=c= 2z =1, donc ug = (0,0,1) et :

11 1 00
T = 11 et P=1010
01 1 01

o O =

Et la formule de changement de base est vérifiée.

Exercice 04 :

1 0 1

1. L’endomorphisme f de R3 de la matrice A = [ —1 2 1 | est-il trigonalisable ? Justifier.
1 -1 1

2. Montrer que I’espace propore de f associé a 1 est Ey(f) = Vect(u) avec u = (1,1,0)

3. Soit v = (0,0, 1), calculer f(v) en fonction de u et v.

4. Déterminer le sous espace propre de f associé a 2 Ey(f)

5. Soit w = (1,0,1) montrer que (u,v,w) est une base de R?® et déterminer la matrice T de

f dans cette base.
6. Calculer f™(v) pour tout n € N, en déduire 7" pour tout n € N
7. Calculer A™ pour tout n € N

Solution :
1. Le polynome caractéristique de A :
1-X 0 1
x(A)=| -1 2-X 1
1 -1 1-X
2—-X 1 -1 2—-X
:(1_X)‘—1 1—X+‘1 - ‘
=1-X)[2-X)(1-X)+1]+(1-2+X)
=1-X)[2-X)1-X)+1-1]
=(1-X)?2-X)



Le polyndme est scindé donc A est trigonalisable.
2. Soit u = (z,y, 2) tel que :

1 0 1 T T
Au=u<—=|-1 2 1 yl =1y
1 -1 1 z z
(2 + 2 =x
4 —r+2y+z =y
(T —y+=z =z
{Z -
g
x =y
Donc : u = (z,z,0) = z(1,1,0), et par suite :
1

Ey(f) = Vect 1
0

3. Calculons f(v) en fonction de u et v :

J(v) = Av
1 0 1 0
=1-1 2 1 0
1 -1 1 1
1
=11
1
1 0
=11]1+10
0 1
fv)=u+wv
4. Soit X = (z,y, 2) tel que
1 0 1 T 2x
AX=2X<—=|-1 2 1 yl| =12y
1 -1 1 z 2z
T+ 2z =2z
< —r+2y+z =2
(T —y+=z =2z
z =z
<~
y =0
x
— X=1(0
x



Donc :

Es(f) = Vect 0

5. Montrons que la famille (u,v,w) est une base de R :

1 01
det(u,v,w) =11 0 0
011
11
i

=1+#0

Donc (u,v,w) étant une famille libre ayant 3 éléments de R? donc la base B = (u, v, w) est une base
de R?, la matrice de f dans cette base est :

fw) flv) f(w)

1 1 0 \u
T = 0 1 0 |Jv

0 0 2 w

6. On sait que : f(v) =u+wv
2(v) = flu+v)=2u+v

On peut vérifier par simple récurrence que :

fH(v) =nu+wv
Déduction de T™ :
i) o) fr(w)
1 n 0 U
T = 0 1 0 v
0 0 2m w
7. Calcul de A™ pour n € N :
On applique :
1 01
A" = pT" P! et P=[100
01 1

On trouve que (apres un calcul) :

2" —n n+1-2" n
A" = -n n+1 n
2m -1 1-2" 1

Exercice 05 :

1 00 0
: -1 4 1 -2 . . .
I Lamatrice M = |, | 5 _||€ M (R) est-elle diagonalisable ? Justifier.
1 21 0

2. Démontrer que M est trigonalisable. La trigonaliser




Solution :
1. Calculons le polyndéme caractéristique de M :

X(M) = det(M — X1,)

1-X 0 0 0
-1 4-x 1 =2
|2 1 2-X -1

1 2 1 —-X
4-X 1 =2
—1-X)] 1 2-X -1
2 1 —X

2-X 0 24 X|Lcr -1,

—1-X) 1 2-X -1
2 1 - X

1 0 -1
—1-X)2-X)|1 2—Xx -1
2 1 —-X

)

he

S

4

e

1 2—-X 0
on=a-xe-x) 2,0
2—X 0
—1-x)e-X) 2—X‘

=(1-X)2-X)*

On déduit que Sp(M) = {1,2}, donc M est diagonalisable ssi dim(E(M)) = 3.
Soit X = (x,y, z,t) € Ey(M) tel que :

1 00 O T 2x
_ -1 4 1 -2 vyl |2y
MX =2X 2 1 2 -1 2|l |2z
1 21 0 t 2t
(2 = 2x
_ 4 _ —
r+4dy+2—-2t 2y
2v+y+2z—1t =2z
(T +2y+ 2 =2t
z =0
<y =1
(z =0
0
1Y
— X = 0
Y



Donc :

Ey (M) = Vect = dim(FEy(M)) =1

—_— O = O

Donc M n’est pas diagonalisable.
2. M est trigonalisable car le polynome est scindé, et semblable & :

T= a#0 et (b,c)+#(0,0)

OO o
_— o O O

2 a
0 2
0 0
0 0
(

L’espace propre associé a 1 est Ey(M) = Vect{(1,1,—4,—1)}.
On résoud deux systemes et on identifie les constantes a, b et c.

Exercice 06 :
1. Soit A € M, (R) telle que A2 + 1 =0
a Montrer que A n’a pas de valeurs propres réelles
b En déduire le nombre de matrice carré d’ordre 5 & coefficients réels vérifiant A%2+1 = 0
2. Une matrice semblable a une matrice diagonalisable est elle-diagonalisable 7 Justifier.

3. Deux matrices ayant le méme polynome caractéristique sont elles-diagonalisable 7 Justifier.

Solution :
1. a. Montrons que A n’a pas des valeurs propres réelles :

A2+, =0 A2=—1I,
-1 ... 0
= A= .
0o ... —1
= Sp(A”) = {-1}
<= Va? €Sp(A?) : o? =1
= a==3I
<= Sp(A) = {—i, +i}
Donc A n’admet pas des valeurs propres réelles.
b. On rappelle que tout polynéme a coefficients réelles de degré impair admet au moins une racine
réelle, or la matrice A est d’ordre 5 son polynéme caractéristique deg(x(A)) = 5 admet au moins
une racine, c¢’est-a-dire A admet au moins une valeur propre réelle, Or la matrice vérifie A? 4+ Iy = 0
alors elle n’admet pas des valeurs propres réelles, ce qui est absurde.

Donc :

{Ae M5 |A+1;,=0} =10
2. Soit A € M,,(K) semblable & une matrice diagonalisable B, c¢’est-a-dire :
P € M,(K) : det(P)#0 telque: A= PBP!
B est diagonalisable c¢’est-a-dire :

3Q € M, (K) : det(Q) #0,D € Diag(K) tel que: B=QDQ!



Donc :

A=PQDQ™'P™! = (PQ)D(QP)™

D’ou A est diagonalisable.
3. Deux matrices ayant le méme polynéme caractéristique ne sont pas semblables.

Contre exemple :
11 10
A_<0 1) et ]_(0 1)

Ont le méme polyndéme caractéristique mais elles ne sont pas semblables.

Exercice 07 :

-1 0 a+l1
1. Solent ao e Ret A, = 1 -2 0
-1 1 «
a Déterminer, selon les valeurs de «, les valeurs propres de A, ainsi que leurs multipli-

cités.
b Pour quelles valeurs des « la matrice A, est-elle diagonalisable ?

2. Pour quelles valeurs de « la matrice A, est-elle trigonalisable? Ay (o = 0) est-elle trigo-
nalisable 7 Si oui la trigonaliser.

Solution :
1.a. Calculons le polynéme caractéristique de A :
X(A) = det (A, — X 1I3)
-1-X 0 a+1
= 1 —2—-X 0
-1 1 oa—X
S
+
<)
I
<)
-1-X 0 a+1
=|-1-X -2-X 0
0 1 a—X
0 2+X o+ 1 Li<Li—Lo
=|-1-X -2-X 0
0 1 a—X
2+ X a+1
1+ X o— X
= 2+ X)(a—X)—(a+1))

1+ X)2a —2X +aX — X? —a—1)
1+ X ( ~X’+ X(a—-2)+ (a—1))

iy >\
(1+ X)(
(14 X)
(14 X)

A, =

Déterminons les racines du polynome P, (X) :

(=2 +4(a—1) =

Pa(X)

X



Donc les valeurs propres de A, :
Sp(Aa) ={—-1,a—1}

Si a = 0 alors —1 est une valeur propre et sa racine est d’ordre 3.

Si a # 0 alors —1 sera une racine d’ordre 2 et o — 1 d’ordre 1.

b. Déterminons les valeurs de o pour que A, soit diagonalisable :

Déja c’est trivial que pour a = 0 la matrice n’est pas diagonalisable, car si c’est le cas elle sera
semblable a la matrice d’identité.

Pour a # 0 :

Déterminons 'espace propre associé a E_; (A4,), soit X = (z,y,2) € E_; (A4) :

-1 0 a+1 x -
AX=-X<= | 1 =2 0 yl =1 -y
-1 1 o z -z
(—z+(a+1)z =—z
— T — 2y = —y
([~ T+ Y+ az =—z
(a+1)z =0
r =y

Sia=—1 alors :

{; zg = B (A) = {(1,1,0); (0,0,1)}

Donc dim (E_; (A_1)) = 2 et par suite A_; est diagonalisable.
Sinon (« # —1) 'espace propre associé sera :

E_i(4,) ={(1,1,0)}

Est donc la matrice ne sera plus diagonalisable.
2. La matrice A, est trigonalisable car son polynome est scindé, en particulier pour &« = 0 : On
détermine une base de trigonalisation, ensuite on identifie a, b et ¢ tel que :

T=(0 -1 ¢ a#0 et (b,c)+#(0,0)

Exercice 08 :

Soient n € N et (z1,22,...,2,) € (R™)" tel que 1 + a9+ -+ 2, =1 :

Montrons que :
n

>z

T
i=1 "

Préciser le cas d’égalité.

Solution :
1. On rappelle que :
(XIY)? < |IX|P(IY)°

11



Soit :

3

Ainsi :
2
X2 =>" v hels

i=1 =
n

i=1
Alors par application d’inégalté de Cauchy-Schwarz :
(X|Y)? < |IX|P(IY)°
"1
2
< i

Précisons le cas d’égalité :
L’égalité est vérifiée ssi les vecteurs X et Y sont liées, c¢’est-a-dire :

(X]Y) = [ X|PIY]? < X = a¥

S=
9
N

<:>(\/9c_1,\/x_2,...,\/x—n):a<\/z_l,\/2_2,...
= 1 =« 11,'

o=
X =Wa,Va,...,\a)
vy _<LL L)
- oc’\/a""’\/&
Or on sait que :
a 1
in:1<:>noz:1<:>oz=—
n
i=1

Par conséquent :

Exercice 09 :

orthogonaux. En déduire une base orthonormée de R3

12

Dans l’espace vectoriel R? muni de sa base canonique, on considére le produit scalaire canonique.

a Vérifier que les vecteurs v; = (1,1,1), vy = (1,2, —3) et v3 = (5, —4, —1) sont deux a deux

b Déterminer les vecteurs unitaires orthogonaux a la fois aux vecteurs v; — vy et vy + v3.
¢ Soit F' = Vect(2us + v3) et G = Vect(vy — vy, v1 + v3), déterminer F+ NG



Solution :
a. Vérifions que les vecteurs sont deux a deux orthogonaux :

<U1|U2> :1+2—3:0
<U1|U3> =5—-4-1=0
<U2|U3> =5—-8+3=0

Donc les vecteurs sont deux a deux orthogonaux.
La famille F = (v, vq, v3) est libre puisqu’elle est constituée des vecteurs orthogonaux, et :

/ v 1

vy = ||v1|| = 715(171;1)

r vy

Uy = ||v§|| = F(LZ_S)
N S

U =y = va(» 4D

D’ot la famille F/ = (v}, v}, v}) est une base orthonormée de R3.
b. Soit w; = vy — vy = (0, —1,4), wy = vy +v3 = (6,—3,0) et X = (x,y, 2) un vecteur de R3 tel que :

X Lwl <X|w1) =0
<
X Lws (X|wg) =0
—y+4z =0
<
6xr —3y =
=2
< y xZE
z = b)
1
— X =z (1, 2, 5)
D’ou :
{wl, wg}L = Vect{(2, 4, 1)}
Soit :

X = (z,y,2) € {{wl,wg}L | I1X| = 1}

X[ =1 < ||(2z, 4z, 2)|| =1
—=212* =1

13



c. Soit X = (x,9,2) € F- NG tel que : F = Vect{2vy + v3} et G = Vect{v; — v, v; + v3} :
X € FJ' X LQUQ + v3
X €ed X € Vect{(0,-1,4),(6,-3,0)}
X =a(0,—1,4) + B(6,-3,0) = (68, —a — 35, 4a)
<(6B,—a—35,40¢) | (7a07_7)> =0
X — o —
— (68, —a — 38, 4a)
425 — 280 =0
X =(68,—a—33,4
PN (2 B,—a—3p,4a)
fo=3a
— X = (4o, —3a, 4a)
D’ou :
X € Vect{(4,-3,4)}

Exercice 10 :

Dans l'espace vectoriel R?* muni de sa base canonique, orthonormaliser par le procédé de Gram
Schmidit la famille (ug, us, us) avec u; = (1,0,1) jus = (1,1,1) et ug = (—1,1,0)

Vérifions que la famille est libre :

11 -1
det(uy,ug,uz) =10 1 1
11
120 Li«+Li+L2
=011
1 10
1 2
g7

Donc la famille est libre. Et on peut 'orthonormaliser par la procédure de Gram-Shmidt :
Pour le premier vecteur on le divise par sa norme :
U1l 1 1

= —— 1o
fall ~ V2 \§

€1 —

Pour le deuxieme vecteur, on a :
ey = up + ey « est choisie tel que : (es]e;) =0
Donc :
(eale1) =0 <= (ug + aeqler) =0

(uzler) + aller|* =0

L 0),0,1) +a =0

11

5

—+a=0

!

&

e a=-V2

14



Pour le troisiéme vecteur on a :

/ . - J(esler) =0
e5 = us + aey + fes « et B sont choisis tel que :
(e5le2) =0
Par suite :
(e3ler) =0 (e3lea) =0
<U3 + aeq + 562’€1> =0 <U3 + aeq + ﬁ€2|€2> =0
(usler) + alled]|* + B (ealer) = 0 (usles) + a (erlez) +B]leal|* = 0
0 0
—1
a=—— =—1
7 B
Donc : )
-1 1 1 0 -3
es=1| 1|+ 3 0]l—(1]=10
1
0 1 0 3
La norme de ce vecteur n’est pas 1 donc :
€
€3
les
Tel que :
=/ (5 + (1) =2
Sl =\ 2 2) ~ 2
D’ou
-1
V2
€3 = 0
1
V2

Par suite la famille (ug, us, ug) peut étre orthonormaliser et remplacée par la famille F = (eq, eg, €3).

15



