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Exercice 01 :

Calculer le déterminant suivant :

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6
4 5 6 7

∣∣∣∣∣∣∣∣
Solution :

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
2 3 4 5
3 4 5 6
4 5 6 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

C
2
←

C
2
−
C

1

C
4
←

C
4
−
C

3

1 1 3 1
2 1 4 1
3 1 5 1
4 1 6 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Car det est une forme n-linéaire alternée

Exercice 02 :

Calculer les déterminants suivants :

D1 =

∣∣∣∣∣∣
0 a b
a 0 c
b c 0

∣∣∣∣∣∣ D2 =

∣∣∣∣∣∣
a b c
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣
D3 =

∣∣∣∣∣∣
a+ b b+ c c+ a
a2 + b2 b2 + c2 c2 + a2

a3 + b3 b3 + c3 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣ D4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a a a
a b b b
a b c c
a b c d

∣∣∣∣∣∣∣∣
Solution :

D1 =

∣∣∣∣∣∣
0 a b
a 0 c
b c 0

∣∣∣∣∣∣
= −a

∣∣∣∣a c
b 0

∣∣∣∣+ b

∣∣∣∣a 0
b c

∣∣∣∣
= 2abc
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D2 =

∣∣∣∣∣∣
a b c
c a b
b c a

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

C
1
←

C
1
+
C
2
+
C
3

a+ b+ c b c
a+ b+ c a b
a+ b+ c c a

∣∣∣∣∣∣
= (a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣
1 b c
1 a b
1 c a

∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c)

∣∣∣∣∣∣
1 b c
0 a− b b− c L2←L2−L1

0 c− b a− c L3←L3−L1

∣∣∣∣∣∣
= (a+ b+ c)

∣∣∣∣a− b b− c
c− b a− c

∣∣∣∣ = (a+ b+ c) [(a− b)(a− c)− (c− b)(b− c)]

D3 =

∣∣∣∣∣∣
a+ b b+ c c+ a
a2 + b2 b2 + c2 c2 + a2

a3 + b3 b3 + c3 c3 + a3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

C
2
←

C
2
−
C
1

C
3
←

C
3
−
C
1

a+ b c− a c− b
a2 + b2 c2 − a2 c2 − b2

a3 + b3 c3 − a3 c3 − b3

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

C
1
←

C
1
+
C
2
+
C
3

2c c− a c− b
2c2 c2 − a2 c2 − b2

2c3 c3 − a3 c3 − b3

∣∣∣∣∣∣

= 2

∣∣∣∣∣∣
c c− a c− b
c2 c2 − a2 c2 − b2

c3 c3 − a3 c3 − b3

∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣

C
2
←

C
2
−
C
1

C
3
←

C
3
−
C
1

c −a −b
c2 −a2 −b2

c3 −a3 −b3

∣∣∣∣∣∣ = 2abc

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
c a b
c2 a2 b2

∣∣∣∣∣∣

= 2abc

∣∣∣∣∣∣

C
2
←

C
2
−
C
1

C
3
←

C
3
−
C
1

1 0 0
c a− c b− c
c2 a2 − c2 b2 − c2

∣∣∣∣∣∣ = 2abc

∣∣∣∣ a− c b− c
a2 − c2 b2 − c2

∣∣∣∣ = 2abc
[
(a− c)(b2 − c2)− (a2 − c2)(b− c)

]

D4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a a a a
a b b b
a b c c
a b c d

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

C
2
←

C
2
−
C
1

C
3
←

C
3
−
C
2

C
4
←

C
4
−
C
3

a 0 0 0
a b− a 0 0
a b− a c− b 0
a b− a c− b d− c

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a(b− a)(c− b)(d− c)

Exercice 03 :

Montrer que les déterminants suivants sont égaux sans les calculer :

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1
1 0 c2 b2

1 c2 0 a2

1 b2 a2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c
a 0 c b
b c 0 a
c b a 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
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Solution :

D1 =
1

abc

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c
1 0 bc2 b2c
1 ac2 0 a2c
1 ab2 ba2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ On multiplie C2 par a, C3 par b et C4 par c

=
1

(abc)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c
a 0 abc2 ab2c
b abc2 0 a2bc
c ab2c a2bc 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ On multiplie L2 par a, L3 par b et L4 par c

=
(abc)3

(abc)2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c
1
bc

0 c b
L2←

1
abc

L2
1
ac

c 0 a
L3←

1
abc

L3
1
ab

b a 0
L4←

1
abc

L4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = abc

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c
1
bc

0 c b
1
ac

c 0 a
1
ab

b a 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a b c
a 0 c b
b c 0 a
c b a 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = D2

Exercice 04 :

Soient a et b deux éléments de C.

1. Factoriser le polynôme :

P (X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
X a b X
a X X b
b X X a
X b a X

∣∣∣∣∣∣∣∣
2. Déterminer x pour que les vecteurs : u1 = (x, a, b, x), u2 = (a, x, x, b), u3 = (b, x, x, a)

et u4 = (x, b, a, x) constituent une base de C4.

Solution :
1. Factorisons P (X) :

P (X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
X a b X
a X X b
b X X a
X b a X

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a− b b− a 0 L1←L1−L4

b 0 0 b− a L2←L2−L3

b X X a
X b a X

∣∣∣∣∣∣∣∣

= (a− b)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −1 0
1 0 0 −1
b X X a
X b a X

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a− b)2

∣∣∣∣∣∣∣∣

C
3
←

C
3
+
C

2

0 1 0 0
1 0 0 −1
b X 2X a
X b a+ b X

∣∣∣∣∣∣∣∣
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P (X) = (a− b)2(−1)1+2

∣∣∣∣∣∣

C
3
←

C
3
+
C

1

1 0 0
b 2X a+ b
X a+ b 2X

∣∣∣∣∣∣ = −(a+ b)2(−1)1+1

∣∣∣∣ 2X a+ b
a+ b 2X

∣∣∣∣
= −(a− b)2

(
4X2 − (a− b)2

)
= −(a+ b)2 (2X − (a− b)) (2X + (a− b))

2. Déterminons x pour que la famille constitue une base de C :

(u1, u2, u3, u4) est une base ⇐⇒ det(u1, u2, u3, u4) ̸= 0

⇐⇒ P (x) ̸= 0

⇐⇒

{
a ̸= b

x /∈ {a+b
2
,−a+b

2
}

Exercice 05 :

Soit (C1, . . . , Cn) ∈ Mn (R) donc det(M) = det(C1, . . . , Cn) :

1. Déterminez det(C1 + C2, C2 + C3, . . . , Ci + Ci+1, . . . , Cn + C1)

2. Montrer que det(C1 + C2 + · · ·+ Cn, C2, . . . , Cn) = det(C1, C2, . . . , Cn)

Application : Calculer le déterminant suivant :

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b . . . b
b a b . . . b
b b a . . . b
...

...
... . . . ...

b b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Solution :
1. Déterminons det(C1 + C2, C2 + C3, . . . , Ci + Ci+1, . . . , Cn + C1) :

det(C1 + C2, C2 + C3, . . . , Ci + Ci+1, . . . , Cn + C1) = det(C1, C2 + C3, . . . , Cn + C1)+

det(C2, C2 + C3, . . . , Cn + C1)

= det(C1, C2, . . . , Cn + C1)+

det(C2, C2, . . . , Cn + C1) + det(C2, C3, . . . , Cn + C1)

D’une manière itérative on répète ce processus
= det(M) + det(C2, C3, . . . , Cn, C1)

= det(M) + det
(
Cσ(1), . . . , Cσ(n)

)
Avec σ = (1 2 . . . n) de signature ε(σ) = (−1)n−1 (cycle d’ordre n)
Donc :

det(C1 + C2, C2 + C3, . . . , Ci + Ci+1, . . . , Cn + C1) = det(M) + ε(σ) det(M)

= det(M) + (−1)n−1 det(M)

=

{
0 si n pair
2 det(M) si n impair

2. Montrons l’égalité demandée :

det(C1 + C2 + · · ·+ Cn, C2, . . . , Cn) = det(C1, C2, . . . , Cn) +
n∑

k=1

det(Ck, C2, . . . , Cn)

= det(C1, C2, . . . , Cn)
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Application :

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b . . . b
b a b . . . b
b b a . . . b
...

...
... . . . ...

b b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C
1
←

C
1
+
C
2
+
··
·+

C
n

a+ (n− 1)b b b . . . b
a+ (n− 1)b a b . . . b
a+ (n− 1)b b a . . . b

...
...

... . . . ...
a+ (n− 1)b b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a+ (n− 1)b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b b . . . b
1 a b . . . b
1 b a . . . b
...

...
... . . . ...

1 b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a+ (n− 1)b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b b . . . b
0 a− b 0 . . . 0 L2←L2−L1

0 0 a− b . . . 0 L3←L3−L1

...
...

... . . . ... Lk←Lk−L1

0 0 0 . . . a− b Ln←Ln−L1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a− (n− 1)b) (a− b)n−1

Exercice 06 :

Comparer det(aij) et det ((−1)i+jaij) avec (aij)(i,j)∈{1,...,n}2 ∈ Mn (K)

Solution :

det
(
(−1)i+jaij

)
=

∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏

i=1

(−1)σ(i)+iaσ(i)i

=
∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏

i=1

(−1)σ(i)+i

n∏
i=1

aσ(i)i

=
∑
σ∈Sn

ε(σ)(−1)1+···+n+σ(1)+···+σ(n)

n∏
i=1

aσ(i)i

=
∑
σ∈Sn

ε(σ) (−1)n(n+1)︸ ︷︷ ︸
membre pair

n∏
i=1

aσ(i)i

=
∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏

i=1

aσ(i)i

= det(aij)
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Exercice 07 : Déterminant de Vandermonde

Soient (ai)1≤i≤n une famille d’éléments d’un corps K, la matrice de Vandermonde associée à
ce n-uplet est :

Vn =
(
(aj)

i−1)
0≤i<j≤n =


1 1 . . . 1
a1 a2 . . . an
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an−11 an−12 . . . an−1n


1. Sans calculer le déterminant, donner une condition nécessaire pour que Vn soit in-

versible.

2. En considérant le système linéaire homogène tVnX = 0, montrer que cette condition
est aussi suffisante.

3. Calculer le déterminant Dn = det(Vn)

4. Déterminer le rang de Vn.

Solution :
1. S’il existe i ̸= j tel que ai = aj alors la ie et la je sont égaux et donc Vn ne sera pas inversible.
Donc ai ̸= aj ∀i, j ∈ {1, . . . , n} est une condition nécessaire.
2.

tVnX = 0 ⇐⇒


1 a1 . . . an−11

1 a2 . . . an−12
...

... . . . ...
1 an . . . an−1n




x0

x1
...

xn−1

 =


0
0
...
0


⇐⇒


x0 + a1x1 + · · ·+ an−11 xn−1 = 0

...
...

x0 + anx1 + · · ·+ an−1n xn−1 = 0

⇐⇒ P (ai) = 0 ∀i ∈ {1, . . . , n}
Avec : P (X) = x0 + x1X + x2X

2 + · · ·+ xn−1X
n−1, donc P (X) est un polynôme de degré n− 1

ayant n racine. Par conséquant P = 0 (Polynôme nul), c’est-à-dire que xi = 0 ∀i ∈ {0, . . . , n− 1}
et que X = 0 (la colonne d’ordre n nulle).
Par conséquant le système tVnX = 0 a une unique solution, donc il s’agit d’un système de Cramer.
D’où la matrice tVn est inversible, et par suite Vn même.
3. Calculons Dn = detVn :

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
a1 a2 . . . an
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an−11 an−12 . . . an−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
0 a2 − a1 . . . an − a1 L2←L2−a1L1

0 a22 − a1a2 . . . a2n − a1an L3←L3−a1L2

...
... . . . ...

...
0 an−12 − a1a

n−2
2 . . . an−1n − a1a

n−2
n Ln←Ln−a1Ln−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 − a1 . . . an − a1
a22 − a1a2 . . . a2n − a1an

... . . . ...
an−12 − a1a

n−2
2 . . . an−1n − a1a

n−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a2 − a1)(a3 − a1) . . . (an − a1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 . . . 1
a2 . . . an
... . . . ...

an−12 . . . an−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Donc on remarque que :

Dn =
n∏

j=2

(aj − a1)Dn−1
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De manière itérative on peut montrer que :

Dn−1 =
n∏

j=3

(aj − a2)Dn−2

Et ainsi de suite jusqu’à qu’on trouve que :

Dn =
n∏

j=2

(aj − a1)
n∏

j=3

(aj − a2)
n∏

j=4

(aj − a3) . . . (an − an−1)

det(Vn) =
∏

1≤i<j≤n

(aj − ai)

4. Le rang de Vn :
D’après ce qui précède on a : Vn est inversible ssi ai ̸= aj∀i ̸= j, donc si c’est le cas on aura :
rg(Vn) = n, sinon si ai = aj pour i ̸= j alors on enlève la 1e ligne ou la 1e colonne, et on obtient
rg(Vn) = n− 1, si encore 3 colonnes sont égaux on refait le même processus jusqu’à que la famille
soit libre (les colonnes différent 2 à 2).

rg(Vn) = Card ({a1, . . . , an})

Exercice 08 :

Soient A = (aij)0≤i<j≤n ∈ Mp,n−p (C) et Ā = (āij)0≤i<j≤n

1. Calculer det
(
Ā
)

en fonction de det(A).

2. Montrer que si At = Ā alors det(A) ∈ R

Solution :
1. Calculons det

(
Ā
)

:

det
(
Ā
)
=

ā11 . . . ā1n
... . . . ...

ān1 . . . ānn


=

∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏

i=1

āσ(i)i

=
∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏

i=1

aσ(i)i

= detA

2. On suppose que tA = Ā alors :

det
(
tA

)
= det

(
Ā
)

det(A) = detA

det(A) ∈ R

Ce qui fallait démontrer.
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Exercice 09 :

Soit :

A =


0 . . . 0 1
0 . . . 1 0
... . . . ...

...
1 . . . 0 0

 ∈ Mn(R)

En utilisant l’application linéaire f ∈ L (Rn) associée à A.
Déterminer A−1 et Ap pour p ∈ N.

Solution :
On a : A = MB(f) donc :

A =


f(e1) . . . f(en−1) f(en)

0 . . . 0 1 e1

0 . . . 1 0 e2

... . . . ...
...

...
1 . . . 0 0 en


À partir de ce résultat on obtient :

f(e1) = en

f(e2) = en−1
...

...
f(en) = e1

⇐⇒


f−1(e1) = en

f−1(e2) = en−1
...

...
f−1(en) = e1

On remarque que : f = f−1, d’où la matrice A−1 = MB (f
−1) = MB (f) = A.

Ap = A× A× A× · · · × A =

{
In si p est pair
A si p est impair
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