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Exercice 01 :

Calculer le déterminant suivant :

1 2 3 4
2 3 4 5
D_3456
4 5 6 7
Solution :
5 g
e) S
1 {
<) S
1 2 3 4 1 1 3 1
D_2345_2141
13456/ 3151
4 5 6 7 4 1 6 1

Car det est une forme n-linéaire alternée

Exercice 02 :

Calculer les déterminants suivants :

0 a b a b c

Di=1la 0 ¢ Ds=1lc a b

b ¢ 0 b ¢ a

a+b b4+c c+a . Z Z
Ds=|a®>+b b+ 2+ a? D, = .

B+ B+A B+dd a ll; ¢

a c

Solution :
0 a b
Di=la 0 ¢
b ¢ 0
__|a c+ba 0
R b ¢
= 2abc

QU O o


https://discord.gg/RPqQzaY5UZ

C1C1+C+C3

a b c at+b+c b c
Dy=|c a bj=|la+b+c a b
b ¢ a a+b+c ¢ a
1 b ¢ 1 b c
=(a+b+c)|l a bl=(a+b+0)|0 a—b b—c|ryer, 1,
1 ¢ a 0 c—b a—clrgery-1,
b b—
=(a+b+c) Ccl_b a—Z =(a+b+c)[(a—Db)(a—c)— (c—b)(b—c)]
&
+
& & &
| | +
9 o )
1 1 1
9 3 )
a+b b+c cHa a+b c—a c—b 2c c—a c—b
Dy=|a®>+b b+ E+a?|=a®+0 2—a®> -0 =262 2 —a®> 2 —b
A+ P+ A+add a4+ A—a -0 2 A —a® A=
5
9 3
9 4
O S)
c c—a c—b c —a b 1 1 1
=212 2—a? -0 =2\ —a® —b*)|=2abclc a b
A A—a -0 S —a® —=b 2 a? b
o o
) &
1 1
9 3
1 0 0 a—c b—rc
=2abclc a—c b—c|=2abc| , 5 5 ol =2abc[(a—c)(b’ — ) — (a® = )(b—c)]
2 2 2 12 2 a” — b*—c
¢ a*—c° b°—c
° ¥ 9
9 & S
1 1 1
9 & S
a a a a a 0 0 0
a b b b a b—a 0 0
Da = a b c ¢l |la b—a c—b 0 =a(b —a)(c—b)(d—c)
a b ¢ d a b—a ¢c—b d—c

Exercice 03 :
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2 b
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a? 0
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Montrer que les déterminants suivants sont égaux sans les calculer :

QO o O
SO O R
L O o o
o o0



Solution :

0 a b c
1 {1 0 b? Ve
T abe|l a2 0 a’c
1 ab® ba®> 0

0 a b c
0 ab® ab’c

On multiplie C5 par a, C5 par b et Cy par ¢

— (@) Z a0 a2be On multiplie Ly par a, L3 par b et Ly par ¢
abc
¢ ab’c a*be 0
0 a b c 0 a b c
B (abc)? i 0 ¢ erﬁLz_abci 0 ¢c b
~ (abc)? L co0 Olpye 31y -~ ¢ 0 a
abc 1
ﬁ ba0L4<—#L4 ab b a 0
0 a b ¢
a 0 ¢ b
b e 0 a =Ds
c b a 0
Exercice 04 :
Soient a et b deux éléments de C.
1. Factoriser le polynome :
X a b X
a X X b
P(X) = b X X a
X b a X

2. Déterminer x pour que les vecteurs : u; = (z,a,b,z),us = (a,z,z,b),us = (b,x,z,a)
et uy = (x,b,a,x) constituent une base de C*.

Solution :
1. Factorisons P(X) :

X a b X 0 a—b b—a 0 |z,cr,-1,
e X X b |b 0 0 b—aln,cry—1,
P(X) = b X X a| |b X X a
X b a X X b a X
S
+
S
1
S
0O 1 -1 0 0 1 0 0
oLl o0 <1 L1000 -1
=@=07y x x o |TE, v oox
X b a X X b a+b X



+ o C3+C3+Cq

Lo 2X a+b
P(X)=(a=b*(=1)""*|b 2X atb=—(a+b’(=1)""| " “2X
X a+b 2X “

=—(a—b)?(4X*—(a—b)?) =—(a+b)*(2X — (a — b)) (2X + (a — b))
2. Déterminons x pour que la famille constitue une base de C :

(u1,ug, us, uy) est une base <= det(uy, us, ug, us) # 0
< P(x)#0

a#b
<
a+b a+b
{$¢ %7_%}
Exercice 05 :

Soit (C1,...,Cn) € M, (R) donc det(M) = det(C,...,C,) :
1. Déterminez det(Cy + Cy,Co + Cs, ..., Ci + Ciyq, ..., Cp + CY)
2. Montrer que det(Cy + Co + - - -+ C,,, Cy, ..., Cy) = det(Cy, Cs, ..., C)

Application : Calculer le déterminant suivant :

a b b ... b
b b b
D=|b b a ... D
b b b a

Solution :
1. Déterminons det(Cy + Cy, Cy + Cs, ..., Ci + Ciyq, ..., Cp + C1) -

det(Cy +Cy, Co + Cs, ..., Ci + Ciga,...,C, + Cy) = det(Cy,Cy + Cs, ..., Cy, + C)+
det(Cy, Cy + Cs, ..., C, + C)
=det(Cy,Cy, ..., C, + Cy)+
det(Cy, Cs, ..., Cp + Cy) + det(Cy, Cs, ..., C,, + Ch)
D’une maniére itérative on répéte ce processus
= det(M) + det(Csy, Cs, ..., C,, C1)
= det(M) + det (C’g(l), . Co(n))
Avec o = (1 2 ... n) de signature (o) = (—1)"! (cycle d’ordre n)
Donc :
det(Cy + Cy,Co + Cs, ..., Ci + Ciyq, ..., Cp + C1) = det(M) + (o) det (M)
= det(M) + (—=1)""" det(M)
)0 si n pair
B {2 det(M) sin impair

2. Montrons I'égalité demandée :

det(Cy + Cy+ -+ Cp, Ca, ..., Cy) = det(Ch, Ca, .., Co) + Y det(Ch, Ca, ..., Ch)

k=1

= det(Cl,Cg, P On>



Application :

S
+
Ji»
9
+
)
{
)
a b b . b a+(n—1>b b b b
b b b a+(n—1b a b . b
D=1b b bl=|a+(n—1)b b a b
b b b ... a a+(n—10>b b b a
1 b b b 1 b b b
1 a b ... b 0 a=b 0 ... 0 |pery-14
:a+(n—1)b1 b b :a+(n—1)b0 0 a—>b ... 0 Lg«+Lg—Lq
R : : : N PR
1 60 ... a 0 0 0 coo a—=blrpern-1,

Exercice 06 :

.....

Solution :

det ((—1)i+jaij) = Z £(o) H<_1>U(i)+ia0(i)i

0cESH i=1
=>_ @I [ avey
oES, i=1 =1
_ Z 8(0_)(_1)1+---+n+a(1)+---+a(n) ﬁaa(i)z’
0c€SH =1
= (o) (_Dn(nH) o(i)i
UEZSTLE o \"_/Ha (7)

membre pair

=2 @) [] oo

O'ESTL

= det(aij)



Exercice 07 : Déterminant de Vandermonde

Soient (a;)1<i<n, une famille d’éléments d'un corps K, la matrice de Vandermonde associée a
ce n-uplet est :

1 1 o 1
ay as 500 (07%
_ yi—1 _ | a? a2 ... a?
V, = ((aj) )OSKan— 1 2 n
n—1 n—1 n—1
a; %) ap

1. Sans calculer le déterminant, donner une condition nécessaire pour que V,, soit in-
versible.

2. En considérant le systéme linéaire homogéne 'V, X = 0, montrer que cette condition
est aussi suffisante.

3. Calculer le déterminant D,, = det(V},)

4. Déterminer le rang de V,.

Solution :
1. S’il existe ¢ # j tel que a; = a; alors la ® et la j¢ sont égaux et donc V), ne sera pas inversible.
Donc a; # a; Vi, j € {1,...,n} est une condition nécessaire.
2.
1 ay ay~! Zo 0
1 ay ... a? ! 1 0
VX=0e= | 7 | =
1 a, an! Ty 0
(20 +ayv1 + - +al 'z, =0
<~
(Lo + apT1 + -+ aZ’I:Bn_l =0

< P(a;) =0 Vie{l,...,n}

Avec: P(X) =20+ 21X + 22X? + -+ + 2,1 X", donc P(X) est un polynéme de degré n — 1
ayant n racine. Par conséquant P = 0 (Polynéme nul), ¢’est-a-dire que z; = 0 Vi € {0,...,n—1}
et que X = 0 (la colonne d’ordre n nulle).

Par conséquant le systéme 'V, X = 0 a une unique solution, donc il s’agit d’un systéme de Cramer.

D’oil la matrice ‘Vj, est inversible, et par suite V,, méme.
3. Calculons D,, = det 'V, :

1 1 1 1 1 1
aq a9 e Qp, 0 Ao — A ap — a1 Lo<Lo—aq Ly
2 2 2 2 2
D, =| a1 ay ... a, | =10 a5 — a1as e Ay — A1Qy |y Lg—ayLy
n—1 n—1 —1 n n—2 1 -2
a;y Qy a, 0 a5y —ajay ay " — a1ay ‘| e Ln—ayL, 4
Ay — Ay ap, — a1 1 1
a2 — ajay ceo a2 —aa, as ... a,
= ) . ) =(ag —ay)(az —ay)...(a, —ay)| .
n—1 n—2 n—1 n—2 n—1 n—1
sy — 10y cooarTt —aay s ooan

Donc on remarque que :



De maniére itérative on peut montrer que :

4. Le rang de V, :

D’aprés ce qui précéde on a : V,, est inversible ssi a; # a,;Vi # j, donc si c’est le cas on aura :
rg(V,,) = n, sinon si a; = a; pour ¢ # j alors on enléve la 1¢ ligne ou la 1¢ colonne, et on obtient
rg(V,) = n—1, si encore 3 colonnes sont égaux on refait le méme processus jusqu’a que la famille
soit libre (les colonnes différent 2 a 2).

rg(V,) = Card ({aq,...,a,})

Exercice 08 :

Soient A = (ai;)o<i<j<n € Mpn—p (C) et A= <dij)0§i<j§n

1. Calculer det (A) en fonction de det(A).

2. Montrer que si A = A alors det(A) € R

Solution : )
1. Calculons det(A) :

det(A) =

2. On suppose que ‘A = A alors :

Ce qui fallait démontrer.



Exercice 09 :

Soit :
0 .01
0O ... 10
A= : - Do EM”(R)
1 ... 00

En utilisant Papplication linéaire f € £ (R") associée a A.
Déterminer A=* et AP pour p € N.

Solution :
Ona: A= Mp(f) donc :

fler) -+ flen—1) flen)
0 . 0 1 \e
0 1 0 e
A= .
1 0 0 /en
A partir de ce résultat on obtient :
fler) =en fHe) =en
fle2) =en [ e) =ens
) <

flen) =e fHen) =e

On remarque que : f = f~1 d’ou la matrice A~' = Mg (f~') = Mz (f) = A.

I, si t pai
AP=AXAXxAX---xA= S?pes Pam.
A sip est impair



