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Soient K un corps commutatif, E = K3 et f : E× E→ K l’application définie par :

f ((x, y, z), (x′, y′, z′)) = 3xy′ + 2yx′ + 4zz′

1. Montrer que f est bilinéaire.
2. f est-elle symétrique ?
3. f est-elle alternée ?

Exercice 1 :

Solution :
1. Soit x = (x1, y1, z1), y = (x2, y2, z2), z = (x3, y3, z3) ∈ E et α ∈ K

f(αx+ y, z) = 3(αx1 + x2)y3 + 2(αy1 + y2)x3 + 4(αz1 + z2)z3

= α (3x1y3 + 2y1x3 + 4z1z3) + 3x2y3 + 2y2x3 + 4z2z3 = αf(x, z) + f(y, z)

D’où f est linéaire pour la première composante (De même vous montrez qu’elle est linéaire pour la
2e composante), d’où f est bilinéaire.
2. Il est clair que f(x, y) 6= f(y, x) en effet :

f ((x, y, z), (x′, y′, z′)) = 3xy′ + 2yx′ + 4zz′ et f ((x′, y′, z′), (x, y, z)) = 3x′y + 2y′x+ 4z′z

D’où f n’est pas symétrique.
3. On a : f ((x, y, z), (x, y, z)) = 3xy + 2yx + 4zz = 5xy + 4z2 6= 0, donc f n’est pas alternée.

Exercice 2 :
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Parmis les expressions ci-dessous, déterminer celle qui définissent une forme bilinéaire, symétrique,
antisymétrique, alternée sur R-espace vectoriel E indiqué.

f1 ((u, v)) = −1 E = R2

f2 ((u, v)) = u1v2 − 3u2v3 − u2v1 + 3u3v2 E = R3

f3 ((u, v)) = 2u1v1 − 5u2v2 + 3v23u
2
3 E = R4

f4 ((u, v)) = 0 E = R2

f5 ((u, v)) = 2u1v1 + u1v2 + 2u2v2 + u2v1 E = R2

f6 ((u, v)) = u1u2 + v1v2 E = R2

f7 ((u, v)) = u1u2 − v1v2 E = R2

f8 ((u, v)) = 2u1v1 + u1v2 + 2u2v2 − u2v1 E = R2

f9 ((u, v)) = u1v1 − 3u2v2 + u3v3 E = R3

f10 ((u, v)) = 2u1v1 − 4u2v2 + 3u1v2 E = R2

Solution :
L’application Bilinéaire Symétrique Antisymétrique Alternée

f1 Non Oui Non Non
f2 Oui Non Oui Oui
f3 Non Oui Non Non
f4 Oui Oui Oui Oui
f5 Oui Oui Non Non
f6 Non Oui Non Non
f7 Non Non Oui Oui
f8 Oui Non Non Non
f9 Oui Oui Non Non
f10 Oui Non Non Non

Soient F et G deux sous espaces vectoriels supplémentaires d’un K−espace vectoriel E, f une forme
linéaire sur E, p la projection vectorielle sur F parallèlement à G et q sa projection complémentaire.
Montrer que φ : E× E→ K définie par :

φ(x, y) = f (p(x)) f (q(y))− f (p(y)) f (q(x))

Est une forme bilinéaire antisymétrique alternée.

Exercice 3 :

Solution :
On a : F⊕G = E, c’est-à-dire : ∀x ∈ E ∃!(xF, xG) ∈ F×G : x = xF + xG, et on a : f : E→ K une
forme linéaire sur K ainsi que :

p : E→ F q : E→ G
x 7→ xF x 7→ xG

On a :

φ(y, x) = f(p(y))f(q(x))− f(p(x))f(q(y))

= − (f (p(x)) f (q(y))− f (p(y)) f (q(x)))

= −φ(x, y)
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φ étant antisymétrique il suffit de prouver la linéarité pour la première composante.
Soit x1, x2, y ∈ E et α ∈ K :

φ(αx1 + x2, y) = f(p(αx1 + x2))f(q(y))− f(p(y))f(q(αx1 + x2))

= f(αp(x1) + p(x2))f(q(y))− f(p(y))f(αq(x1) + q(x2))

= (αf(p(x1)) + f(p(x2))) f(q(y))− f(p(y)) (αf(q(x1)) + f(q(x2)))

= α (f(p(x1))f(q(y))− f(p(y)))f(q(x1))) + f(p(x2))f(q(y))− f(p(y)))f(q(x2))

= αφ(x1, y) + φ(x2, y)

Donc φ est linéaire pour la première composante, or elle est antisymétrique, l’application φ est
bilinéaire.
On a :

φ(x, x) = f (p(x)) f (q(x))− f (p(x)) f (q(x))

= 0

L’application est alternée.

Montrer que toute forme bilinéaire alternée est antisymétrique et que si de plus K est de carac-
téristique différente de 2 alors la réciproque est aussi vraie.

Exercice 4 :

Solution :
Soit : x, y ∈ E2 on a (Sachant que f est bilinéaire alternée) :

f(x+ y, x+ y) = 0

f(x, x) + f(x, y) + f(y, x) + f(y, y) = 0

f(x, y) = −f(x, y)

On a :

2f(x, x) = f(x, x) + f(x, x)

= −f(x, x) + f(x, x)

= 0

Si la classe du corps est différente de 2 alors : f(x, x) = 0.

Exercice 5 :
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1. Soit f la forme bilinéaire de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

M =

1 1 3

1 3 4

2 4 1


a. Écrire l’expression analytique de f relativement à la base canonique B de R3.
b. f est-elle symétrique? alternée? justifier vos réponses.
c. Déterminer la matrices M ′ de f dans la base B′ = (u1, u2, u3) avec u1 = (1, 1, 0),
u2 = (0, 1, 1) et u3 = (0, 0, 1).
d. Vérifier la formule de changement de base reliant M et M ′.
2. Soit g la forme bilinéaire de R3 définie par : ∀X = (x1, x2, x3), Y (y1, y2, y3) ∈ R3 :

g (X,Y ) = x1y1 + x2y2 + x3y3 + 2(x1y3 + x3y1) + 2(x2y3 + x3y2)

g est elle symétrique? alternée? Justifier vos réponses.
Déterminer la matrice A de g dans la base canonique.

Solution :

1.a. Soit x =

x1

x2

x3

 et y =

y1

y2

y3

, on a:

f(X,Y ) = (x1 x2 x3)

1 1 3

1 3 4

2 4 4


y1

y2

y3


= (x1 + x2 + 2x3 x1 + 3x2 + 4x3 3x1 + 4x2 + x3)

y1

y2

y3


f(x, y) = x1y1 + x2y2 + 2x3y1 + x1y2 + 3x2y2 + 4x3y2 + 3x1y3 + 4x2y3 + x3y3

b. La matrice M n’est pas symétrique ⇒ f n’est pas symétrique.
La matrice M n’est pas antisymétrique ⇒ f n’est pas antisymétrique, donc elle n’est pas alternée.
c. On a :

M ′ =

f(u1, u1) f(u1, u2) f(u1, u3)

f(u2, u1) f(u2, u2) f(u2, u3)

f(u3, u1) f(u3, u2) f(u3, u3)


=

 6 11 7

10 12 5

6 5 1


d. On a la matrice de passage de B à B′ est :

PB→B′ =

1 0 0

1 1 0

0 1 1


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Et on a :

M ′ = tPMP

=

t1 0 0

1 1 0

0 1 1


1 1 3

1 3 4

2 4 1


1 0 0

1 1 0

0 1 1


=

1 1 0

0 1 1

0 0 1


1 1 3

1 3 4

2 4 1


1 0 0

1 1 0

0 1 1


=

 6 11 7

10 12 5

6 5 1


2. g est symétrique car les coefficients de xiyj sont égaux à ceux de xjyi, de plus elle n’est pas alternée
car elle n’est pas antisymétrique.

A =

g(e1, e1) g(e1, e2) g(e1, e3)

g(e2, e1) g(e2, e2) g(e2, e3)

g(e3, e1) g(e3, e2) g(e3, e3)

 =

1 0 2

0 1 2

2 2 1



Soient n ∈ N⋆, E un K-espace vectoriel de dimension n, f ∈ End(E) et B = (e1, . . . , en) une base
de E. On définit φ : En → K :

(X1, . . . , Xn) 7→
n∑

i=1

detB (X1, . . . , f(Xi), . . . , Xn)

Montrer que φ est une forme n-linéaire. f est elle alternée?
En déduire que :

∀(X1, . . . , Xn) ∈ En :
n∑

i=1

detB (X1, . . . , f(Xi), . . . , Xn) = tr (f) detB (X1, . . . , Xi, . . . , Xn)

Exercice 6 :

1. Soit Xi, Yi ∈ E et α ∈ K :

φ(X1, . . . , αXi + Yi, . . . , Xn) =

n∑
k=1

detB(X1, . . . , f(αXi + Yi), . . . , Xn)

= detB(X1, . . . , f(αXi + Yi), . . . , Xn) +

n∑
k=0
k ̸=i

detB(X1, . . . , αXi + Yi, . . . , f(Xk), . . . , Xn)

= αdetB(X1, . . . , f(Xi), . . . , Xn) + detB(X1, . . . , f(Yi), . . . , Xn)+
n∑

k=0
k ̸=i

αdetB(X1, . . . , Xi, . . . , f(Xk), . . . , Xn) +

n∑
k=0
k ̸=i

detB(X1, . . . , Yi, . . . , f(Xk), . . . , Xn)

= αφ(X1, . . . , Xi, . . . , Xn) + φ(Xi, . . . , Yi, . . . , Xn)
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Soit Xi = Xj tel que i 6= j :

φ(X1, . . . , Xi, . . . , Xj, . . . , Xn) = detB(X1, . . . , f(Xi), . . . , Xj, . . . , Xn)+

detB(X1, . . . , Xi, . . . , f(Xj), . . . , Xn) +
n∑

k=0
k/∈{i,j}

detB(X1, . . . , f(Xk), . . . , Xn)

︸ ︷︷ ︸
0

= detB(X1, . . . , f(Xi), . . . , Xi, . . . , Xn) + detB(X1, . . . , Xi, . . . , f(Xi), . . . , Xn)

= detB(X1, . . . , f(Xi), . . . , Xj, . . . , Xn)− detB(X1, . . . , f(Xi), . . . , Xi, . . . , Xn)

= 0

D’où φ est alternée.
Montrons que :

n∑
i=1

detB (X1, . . . , f(Xi), . . . , Xn) = tr (f) detB (X1, . . . , Xi, . . . , Xn)

On sait que φ ∈ Λ∗
n(E) = Vect(detB), donc ∃α ∈ K tel que : φ = αdetB.

C’est-à-dire, pour la famille qui constitue la base B = (e1, . . . , en) on a :

φ(e1, . . . , en) = α

α =
n∑

i=1

detB(e1, . . . , f(ei), . . . , en)

=
n∑

i=1

aii

= tr(f)

Ceci est due au fait que :

detB(e1, . . . , f(ei), . . . , en) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . a1i . . . 0

0 1 . . . a2i . . . 0
... ... . . . ... . . . ...
0 0 . . . aii . . . 0
... ... . . . ... . . . ...
0 0 . . . ani . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= aii

Ce qui fallait montrer.

Soit A ∈Mn (R) :
1. Montrer que det(A) = det (tA).
2. Montrer que si A est antisymétrique et n est impaire alors det(A) = 0.
Ce résultat est il vrai si n est pair ?

Exercice 7 :
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Solution :
1. On a :

det(tA) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏

i=1

aiσ(i)

=
∑
σ∈Sn

ε (σ)
n∏

i=1

aσ−1(σ(i))σ(i)

=
∑

σ−1∈Sn

ε(σ−1)
n∏

j=1

aσ−1(j)j

En posant σ−1 = ρ on aura :

det(tA) =
∑
ρ∈Sn

ε(ρ)
n∏

j=1

aρ(j)j = det(A)

Ce qui faut montrer.
2. Soit A une matrice carré antisymétrique et d’ordre n impair :
On a A est antisymétrique tA = −A
Or on sait que :

det(1) = det(A)
det(−A) = det(A)

(−1)ndet(A) = det(A)
2det(A) = 0

D’où le résultat.
Si n est pair le résultat ne reste plus valable, contre exemple :

A =

(
0 1

−1 0

)

La matrice est antisymétrique mais on a bien det(A) = 1 6= 0.

Soit A ∈Mn (R), tel que aij ∈ {−1, 1}∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2. :
Montrer que 2n−1 divise det(A).

Exercice 8 :
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Solution :
Soit A = (aij) ∈Mn(R) : Tel que : aij ∈ {−1, 1} :
Montrons que 2n−1/ det(A) :

detA =

∣∣∣∣∣∣∣
±1 . . . . . . ±1
... . . . . . . ...
±1 . . . . . . ±1

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

±1 . . . . . . ±1
0 ou bien ±2
0 ou bien ±2
... ... ... ...
0 ou bien ±2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1

Li ← Li − L1

= 2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

±1 . . . . . . ±1
0 ou bien ±1
0 ou bien ±1
... ... ... ...
0 ou bien ±1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
detB

= 2n−1 detB

D’où le résultat. 2n−1/ detA.
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