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» Exercice 1 :

Soient K un corps commutatif, E = K3 et f : E x E — K 'application définie par :
f ((x7 y7 Z)? (‘/L‘/7 y/7 Z/)) = Sxy/ + 2yx, + 4'22,
1. Montrer que f est bilinéaire.

2. f est-elle symétrique 7
3. f est-elle alternée ?

Solution :
1. Soit x = (z1,y1,21),y = (%2, Y2, 22), 2 = (v3,y3,23) EEet a € K

flaz +y, 2) = 3(axs + x2)ys + 2(ayr + y2)xs + 4(az + 22)23
= a (3z1ys + 2p123 + 421 23) + 322y + 2yoxs + 42023 = af (v, 2) + f(y, 2)

D’ou f est linéaire pour la premiére composante (De méme vous montrez qu’elle est linéaire pour la
2¢ composante), d’ou f est bilinéaire.
2. Il est clair que f(z,y) # f(y,z) en effet :

[ ((z,y,2), (2, y,2") = 3ay + 2ya’ + 422" et f((2',y,7), (z,y,2)) = 32"y + 2z + 42/~

D’ou f n’est pas symétrique.
3. Ona: f((z,y,2),(x,y,2)) = 3wy + 2yz + 42z = doy + 422 # 0, donc f n'est pas alternée.

» Exercice 2 :


https://discord.gg/RPqQzaY5UZ

Parmis les expressions ci-dessous, déterminer celle qui définissent une forme bilinéaire, symétrique,

antisymétrique, alternée sur R-espace vectoriel E indiqué.
Si((w,v)) = -1 E =R’
fo ((u,v)) = uyvg — 3ugus — ugvy + 3uzvy E=R?
f3 ((u,v)) = 2u1v; — Susvy + 3vaus E = R*
fa((u,0)) =0 E =R’
f5 ((u,v)) = 2uivy + uvs + 2ugvy + ugvy E = R?
fo (u,v)) = ugus + v1v9 E = R?
fr ((u,v)) = uyus — v1v9 E = R?
fs ((u,v)) = 2uivy + ugvg + 2ugvy — Uz E = R?
fo ((u,v)) = urvy — 3ugvy + ugvs E =R?
fio ((u,v)) = 2uyv1 — 4ugvy + 3uyvy E = R?

Solution :

L’application | Bilinéaire | Symétrique | Antisymétrique | Alternée
fi Non Oui Non Non
fo Oui Non Oui Oui
f3 Non Oui Non Non
f1 Oui Oui Oui Oui
I5 Oui Oui Non Non
fe Non Oui Non Non
fr Non Non Oui Oui
fs Oui Non Non Non
fo Oui Oui Non Non
f1o Oui Non Non Non

» Exercice 3 :

Soient I et G deux sous espaces vectoriels supplémentaires d’'un K—espace vectoriel E, f une forme
linéaire sur [E, p la projection vectorielle sur [F parallelement a G et ¢ sa projection complémentaire.
Montrer que ¢ : E x E — K définie par :

o(z,y) = f(p()) f(q(y)) — [ (p(y)) f (q(z))

Est une forme bilinéaire antisymétrique alternée.

Solution :
Ona: F®G=E, cest-a-dire : Vo € E I (zp,26) EFXG:x =25+ 26, et ona: f:E — Kune
forme linéaire sur K ainsi que :

p:E—TF g:E—G

T Xp T xg

oy, z) = f(p(y)) fla(z)) — f(p(x))f(q(y))
= —(f(p(z)) f (a(y)) — f (p(y)) f (q(z)))
= —@(I,y)



@ étant antisymétrique il suffit de prouver la linéarité pour la premiere composante.
Soit x1, 29,y EEet a € K :

plawy + 22, y) = f(plazs +22)) f(q(y)) — f(p(Y)) f(a(aws + 22))
= flap(z1) + p(x2)) f(q(y)) — f(p(W)) f(eq(z1) + q(x2))
= (af(p(z1)) + f(p(x2))) fa(y)) — f(p(y)) (af(a(x1)) + fla(x2)))
= a(f(p(z1))f(a(y)) — fpW))f(a(x1))) + f(p(x2)) f(a(y) — f(p(y)))f(q(z2))
= ap(z1,y) + ¢(22,9)
Donc ¢ est linéaire pour la premiere composante, or elle est antisymétrique, 'application ¢ est
bilinéaire.

On a:

L’application est alternée.

» Exercice 4 :

Montrer que toute forme bilinéaire alternée est antisymétrique et que si de plus K est de carac-
téristique différente de 2 alors la réciproque est aussi vraie.

Solution :
Soit : z,y € E? on a (Sachant que f est bilinéaire alternée) :

fle+y,x+y)=0
flx,2) + f(z,y) + f(y,7) + fy,y) =0
f(l",y) = _f(xay)

Qf(ﬂf,fﬂ) :f(a:,:v)—l—f(x,a:)
—0

Si la classe du corps est différente de 2 alors : f(x,z) = 0.

» Exercice 5 :



1. Soit f la forme bilinéaire de R? dont la matrice dans la base canonique est :

I
N =
=~ W =
— = W

a. Ecrire 'expression analytique de f relativement & la base canonique B de R?.

b. f est-elle symétrique? alternée? justifier vos réponses.

c. Déterminer la matrices M de f dans la base B’ = (uy, us,u3) avec u; = (1,1,0),
ug = (0,1,1) et ug = (0,0, 1).

d. Vérifier la formule de changement de base reliant M et M'.

2. Soit g la forme bilinéaire de R3 définie par : VX = (z1, %9, 23),Y (Y1, y2,y3) € R :

g (X,Y) = xy1 + Tayo + w3y + 2(x1ys + 23y1) + 2(z2ys + T392)

g est elle symétrique? alternée? Justifier vos réponses.
Déterminer la matrice A de g dans la base canonique.

Solution :
X n
la. Soit x = |2y | et y= |y |, on a:
€3 Ys

11 3 U1
FXY) =(mman) |18 4l [
2 4 4 Ys

Y1

= (21 + x2 + 223 71 + 3xo + 43 371 + 422 + 73) | Yo

Y3

fz,y) = 1 + 2oy + 223y1 + T1Y2 + 3T2ys + 4x3ys + 3x1y3 + 422ys + T3Yy3

b. La matrice M n’est pas symétrique = f n’est pas symétrique.
La matrice M n’est pas antisymétrique = f n’est pas antisymétrique, donc elle n’est pas alternée.
c. Ona:

flur,ur)  flur,uz)  f(ur, us)
M = | flug,ur) f(ug,uz) f(ug,us)
flug,ur)  flus,uz)  f(us, uz)

6 11 7
=110 12 5
6 5 1

d. On a la matrice de passage de B a B’ est :

Psp =

o =
(S
_ o o



Etona:

6 11 7
=110 12 5
6 5 1

2. g est symétrique car les coefficients de z;y; sont égaux a ceux de z;y;, de plus elle n’est pas alternée
car elle n’est pas antisymétrique.

N = O
NN

» Exercice 6 :

Soient n € N*, E un K-espace vectoriel de dimension n, f € End(FE) et B = (eq,...,e,) une base
de E. On définit ¢ : E" — K :

(X1, X)) > Y detg (X, .., f(XG), ..., Xy)

=1

Montrer que ¢ est une forme n-linéaire. f est elle alternée?
En déduire que :

V(X1,..., X,) €B": ) det(Xy,..., f(X),..., Xp,) = tr (f)dets (Xi,..., X;, ..., Xy)
=1l

1. Soit X;,V; e Eet ac K :
(X1, aX; + Y, X)) =) detp(Xy, ..., f(aX; +Y5),..., Xp)
k=1

=detp(X1,..., f(@X; +Yi),...,Xn) + Y _detn(X1,...,aX; + Y, ..., f(Xp),..., Xn)

k=0
k#i

= adetB(Xl, ey f(XZ), . 7Xn) + detg()(l7 ey f(}/z), . 7Xn)+

n n
> adetn(Xa,. ., X, f(Xk) o, Xn) + Y detn(Xa, ., Y (X)X
k=0 k=0

ki ki

:OZQD(Xl,,X“,Xn)ﬂ-gﬁ(X“,Y;,,Xn)



Soit X; = X tel que ¢ # j :

gO(Xl,...,XZ',...,Xj,...,Xn) :detB(Xl,,f(XZ),,Xj,,Xn)—f—

- Xn)
ki) }
0
7Xn)
79 7Xn)_detB(X17- 7f(X’L)> 7X17 >Xn)

D’ou ¢ est alternée.
Montrons que :

D det (X1, f(X0), o X)) = tr(f) dets (X, X5, XG)
=1

On sait que ¢ € A} (E) = Vect(detg), donc Ja € K tel que : ¢ = adetp.
C’est-a-dire, pour la famille qui constitue la base B = (ej,...,€e,) on a :

pler,...,en) =

a= Zdetg(el, o fle), . en)
i=1

n
= E Qg4
i=1

= tr(f)
Ceci est due au fait que :
10 . ay; 0
01 . a9 0
detg(el,...,f(e,»),...,en):(; 0 CL;' (;:aii
00 o a1

Ce qui fallait montrer.

» Exercice 7 :

Soit A € M,, (R) :

1. Montrer que det(A) = det (*A).

2. Montrer que si A est antisymétrique et n est impaire alors det(A) = 0.
Ce résultat est il vrai si n est pair ?



Solution :
1. On a:

En posant 0~ = p on aura :

det(*A Z ﬁ apj); = det(A

Ce qui faut montrer.

2. Soit A une matrice carré antisymétrique et d’ordre n impair :

On a A est antisymétrique ‘A = — A
Or on sait que :

D’ou le résultat.

Si n est pair le résultat ne reste plus valable, contre exemple :

(%)

La matrice est antisymétrique mais on a bien det(A) =1 # 0.

» Exercice 8 :

Soit A € M,, (R), tel que a;; € {—1,1}V(i,5) € {1,...,n}% :

Montrer que 2"~! divise det(A).



Solution :
Soit A = (a;;) € M,(R) : Tel que : a;; € {—1,1} :
Montrons que 2"/ det(A) :

+1 ... ... *1
detA=|: ) .

+1 ... ... +1

+1 .o *1

0 ou bien =£2 Ly Lo — L4
= 0 ou bien =£2 Ly Ls— 1

0 ou bien +2
+1 ... ... +1

0 ou bien 41
=971 (0 ou bien =+1

0 ou bien Z41

det B
=92"1det B

D’ou le résultat. 271/ det A.



