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Durée : 2h

Ecole Nationale < 1. ,
des Sciences Appliquées Epreuve (a distance) d Analyse 2

AGADIR 1°" année ENSA-Seméstre 2

-Exercice- 1. ....Quelles sont les bonnes formulations? ....(5 points)

1. Onasin(x) ~¢ x, on en déduit par composition a droite de 0 que : sin(In(z)) ~¢ In(z)
2. Pour tout (ag, ay,- - -, a,) € R", ona:

ag+ a1+ - - -+ apr" ~yoo apx”

3. Si f(x) ~4o0 g(x) alors : f et g ont méme limite éventuelle en +oo.
4. Si f(ZL‘) ~+oo g(ZL‘), alors f((L’2) ~+oo g(xQ)
5. i f(z) ~sm gla) alors lim_[f(@) = g()] =0,

t

6. On a le résultat suivant : /t mdw =0

1 1
7. Si/ ftdt < / g(t)dt, alors, pour tout t € [0, 1], f(t) < g(2).
0 0

b
8. Si / f2(t)dt = 0, alors f est une fonction nulle sur [a, b).

9. Si f et g sont continues sur |a, b] alors :

R VRCDRVRTD

10. D’une manieére plus générale, une fonction f : [0,1] — R de classe C* vérifie :

[ rwar=30s (5) - g0 - sy 4o (1)
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B X O CICe- 2. o (6 points)

1. Déterminer les nombres réels a, b et c de maniére que la fonction f, définie par :

_ 1+ az?
f(z) = sin(z) — T b2

c
admet au voisinage de 0 un un équivalent simple avec la fonction £0400 z’.

A-la=—. b=— e c=—1
[A-Ja =5, 0 & ° 3
[B-] _ 0 T s
““ %0 "7 0 €=
[C-]a = il b= et ¢c=—11
607 20 a
7 5
[D-]Cl_a, b_z et ¢=—10

2. Soit un paramétre o > 0. Déterminer la limite de la suite (U,,),,>1 définie par :

1 n n
Vo= — (\”/ea+2\/e2a—|—~-+k\/eak+~--+nze“>
n

A- lim V, = — -,
n——+oo (0% (6]
. e e 1
B- lim V,=—— — +—,
n—-+oo (0% (6]
. e* e® 1
C lm V,=—+— ——
n—-+o0o 0% 042 062

3. On considére la fonction F définie par :

tg(x) s

3.1 La fonction dérivée de la fonction F est :

T

A- Fl(z) = otv@ _ _©
(z) = e 1+ 2?2
2e”
- Fl(g) = et9(@) 4 2%
B- F'(x) =¢" +1+x2
C- F(y) — ols@ 4 &
(x) = 9% + 52
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3.2 On pose h = tg(x). Le développement limité de la fonction x +— e'9®) est :

DL{ : €99 = Py(x) + 0(z*)

1A' =1 +6(x*)

1| h= =z éxB’ +6(z*)
1/2] h?= z? +az* + 0(z*)
1/6 | h3 = +ba? +ezt + 0(x*)
1/24 | ht*= +da? +ex* + O(x*)
e [ =7 4% 4727 4747 +72t 4 0(a?)

1 1
C-a—O,b—letc—d—éete_g

T

3.3 Le développement limité de la fonction = — T 22 est :
ex
DL} - e Qa(z) + 0(z*)
1 x_2 z3 x_4 x_S x_ﬁ 2.4
+x 5 +% 24 + 5l + al T* 4+
ZEQ 1'3 1'4 1'5 1'6
Xz —? —i—g +ﬂ+g +a P4(I)
= +az’ +x—4 + v +x—6
2 24 5! 6!
5 6
3 4, T
ar® +bx" + = +6!
5 6
4 CT x
bx* + Bl +a
cx®  dx®
G
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-5 1324
A-a= 2> b=
=50 =T

et c =101, d = 389

—4 1524
B- —_ —— p—
a : , b=+ 2

et c =108, d = 259

-1 13z*
C- a:F,b:Jr m et c=81,d =230
tg(x) s
3.4 En déduire le développement limité de la fonction F'(x) = / mds
» s

DL} : F(z) = az® + ba® + ca’ + da®0(x")
A-a=b=0etc=d=1

B- a:(),bzl,c:—et‘al:_—1
3 30
1 —7
C'(I,—O,b—é,C——etd %
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B X O CICe- 3. o (5 points)
Soit la suite (U, )nen+ définie par :

- n
U":Zn2+k2
k=1

On utilise la somme de Riemann pour trouver la limite de la suite (U,,)nen-. En effet

n

1 1
lim U, = lim - ——

n——+o0o n—+oo N P 1+ (E)Q
= n

On pose f(t) = dont sa primitive est F'(t) = arctan(t), on obtient ainsi que

1+t2

lim U, = [arctan(t)]; = T

n—-+oo 4

Pour trouver un équivalent de la quantité (A — U,,) losque n tend vers +oo. On procéde comme
suit, on considére une primitive F' de f.

1. De sorte que pour tout n € N* :

A- A=F(1)—F(0):§<F(§)_F(k_1>)

B- A:F(l)—F(O):kzn;(FCC;l)_F(kn1)>
(

C- AzF(l)—F(O)zi(F(k:;l)—F

k=1

n
k=1
_ ek
n n

2. On obtient ainsi la formule suivante
B- AU, —i F LA
" n
k+1 k 1k
AU, = F —F — —F(=
At Z{(n) (592

B ()b

3. D’apres la formule de Taylor-Lagrage, appliquée sur F et sur 'intervalle I :

1 k-1
A-Vke{l,--n}, mef—}“,k [

() -r(0) () b
|

k— 1

§IW

B-Vke{l,---.n}, 3z el= ]

(52 () e

Pr: H. MAHDIOUI page 5 ENSA-CP, — Sp-




A.U: 2019/2020

)
n n

(571 (0)- oo

4. Et comme F est une primitive de f, ceci entraine que :

A- \—-U, = Z [ﬁF” (xk)} — ﬁ ka/(l’k)
=1

k—1 k
C-Vke{l,---,n}, kaelz} —{,

k=1
n 1 n
B-\—U, =) [—QF” (a:k)} =— ) fllax)
=1 L7 k=1
OB ol e _ iy
- A n_z 2 (1) —@Zf(ﬂfk)
k=1 k=1
On a encore affaire 4 une somme de Riemann pour f' telle que :
: 1 - ! ! / —1
lim =3 ) = [ F@d =10 - £0) = -5
n—+oco N ] 0

5. On en déduit finalement que
-1
A- \-U, ~ ™ lorsque n tend vers +oc.
n
1
B- \-U, ~ y lorsque n tend vers +oo.
n

1
C-\-U,~ o lorsque n tend vers +oc.
n
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SEXETCICe-4. oo (4 points)

/1 dz
o 2+ xr+1

2 2
A- %ﬁ arctan <%§) — arctan V3

1. Calculer I'intégrale suivante :

2 2
B- %ﬁ arctan (%5) + arctan \/3,

2
C- g (arctan V3 — arctan ?) ,

2. En déduire la primitive :

/ dx
2 + sin(x)
2 2 1
A- Lﬁ arctan ﬂ tan(f) +— || + A| avec A € R,
3 3 2 2
V3 V3 z, 1
B- 3 arctan 3 (tan(i) + 5) + A| avec A € R,
| 2 1
C- @ arctan %g (tan(x) + 5) + A| avec A € R.
3. Calculer la primitive suivante :
/ dx
ch(z) +1
-2
A- [ —i—C’te}
1+e”
-1
B- [ —I—C’te},
1+e”
—2
C- { + C’te]
24 e”
Soit I'équation différentielle suivante :
, 1 B eTHe
vy ch(x) + 1Y 721 sin(x)

4. Solution générale, est obtenue par la méthode de variaton de la constante, est de I'expression :
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—2
(
e l+e guec ) € R,

B- [? arctan [? <tan(§) + %)

? arctan [23£ <tan(a:) + %)

(
+ A el+e” guec ) €R,

(
C- + A 62+€$>avec)\€R.
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