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-Exercice- 1. . . . .Quelles sont les bonnes formulations? . . . .(5 points)

1. On a sin(x) ∼0 x, on en déduit par composition à droite de 0 que : sin(ln(x)) ∼0 ln(x)

2. Pour tout (a0, a1, · · ·, an) ∈ Rn+1, on a :

a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∼+∞ anx

n

3. Si f(x) ∼+∞ g(x) alors : f et g ont même limite éventuelle en +∞.

4. Si f(x) ∼+∞ g(x), alors f(x2) ∼+∞ g(x2).

5. Si f(x) ∼+∞ g(x), alors lim
x→+∞

[f(x)− g(x)] = 0.

6. On a le résultat suivant :
∫ t

−t

x

1 + ch(x)
dx = 0

7. Si
∫ 1

0

f(t)dt ≤
∫ 1

0

g(t)dt, alors, pour tout t ∈ [0, 1], f(t) ≤ g(t).

8. Si
∫ b

a

f 2(t)dt = 0, alors f est une fonction nulle sur [a, b].

9. Si f et g sont continues sur [a, b] alors :∫ b

a

f(t)× g(t)dt =
(∫ b

a

f(t)dt

)
×
(∫ b

a

g(t)dt

)

10. D’une manière plus générale, une fonction f : [0, 1]→ R de classe C1 vérifie :∫ 1

0

f(t)dt =
n∑
k=1

f

(
k

n

)
− 1

2n
(f(1)− f(0)) + o

(
1

n

)
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-Exercice- 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6 points)
1. Déterminer les nombres réels a, b et c de manière que la fonction f , définie par :

f(x) = sin(x)− 1 + ax2

1 + bx2

admet au voisinage de 0 un un équivalent simple avec la fonction c
50400

x7.

[A-] a =
6

70
, b =

3

20
et c = −13

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

[B-] a =
−6
70
, b =

−1
20

et c = 12

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

[C-] a =
−7
60
, b =

1

20
et c = −11

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

[D-] a =
7

6!
, b =

5

4!
et c = −10

2. Soit un paramètre α > 0. Déterminer la limite de la suite (Un)n≥1 définie par :

Vn =
1

n2

(
n
√
eα + 2

n
√
e2α + · · ·+ k

n
√
eαk + · · ·+ n2eα

)
A- lim

n→+∞
Vn =

eα

α
+
eα

α2
− 1

α
,

B- lim
n→+∞

Vn =
eα

α
− eα

α2
+

1

α2
,

C- lim
n→+∞

Vn = −e
α

α
+
eα

α2
− 1

α2
.

3. On considère la fonction F définie par :

F (x) =

∫ tg(x)

x

es

1 + s2
ds

3.1 La fonction dérivée de la fonction F est :

A- F ′(x) = etg(x) − ex

1 + x2

B- F ′(x) = etg(x) +
2ex

1 + x2

C- F ′(x) = etg(x) +
ex

1 + x2
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3.2 On pose h = tg(x). Le développement limité de la fonction x 7→ etg(x) est :

DL4
0 : etg(x) = P4(x) + θ(x4)

1 h0 = 1 +θ(x4)

1 h = x
1

3
x3 +θ(x4)

1/2 h2 = x2 +ax4 + θ(x4)

1/6 h3 = +bx3 +cx4 + θ(x4)

1/24 h4 = +dx3 +ex4 + θ(x4)

etg(x) =? +?x +?x2 +?x3 +?x4 + θ(x4)

A- a =
1

3
, b = 1, c = 0, d = 1 et e = −1

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

B- a =
2

3
, b = 1, c = d = 0 et e = 1

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

C- a = 0, b = 1 et c = d =
1

2
et e = 1

8

3.3 Le développement limité de la fonction x 7→ ex

1 + x2
est :

DL4
0 :

ex

1 + x2
= Q4(x) + θ(x4)

1 + x
x2

2
+x3

6

x4

24
+
x5

5!
+
x6

6!
x2 + 1

x −x
2

2
+
x3

6
+
x4

24
+
x5

5!
+
x6

6!
P4(x)

−x
2

2
+ax3 +

x4

24
+
x5

5!
+
x6

6!

ax3 +bx4 + x5

5!
+
x6

6!

bx4 + cx5

5!
+
x6

6!

cx5

5!
− dx6

6!
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A- a =
−5
6
, b = +

13x4

24
et c = 101, d = 389

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

B- a =
−4
5
, b = +

15x4

24
et c = 108, d = 259

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

C- a =
−1
6
, b = +

13x4

4!
et c = 81, d = 230

3.4 En déduire le développement limité de la fonction F (x) =
∫ tg(x)

x

es

1 + s2
ds

DL5
0 : F (x) = ax2 + bx3 + cx4 + dx5θ(x4)

A- a = b = 0 et c = d = 1.

B- a = 0, b = 1

3
, c = 1

3
et d =

−1
30

C- a = 0, b = 1

2
, c = 1

3
et d =

−7
30
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-Exercice- 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5 points)
Soit la suite (Un)n∈N∗ définie par :

Un =
n∑
k=1

n

n2 + k2

On utilise la somme de Riemann pour trouver la limite de la suite (Un)n∈N∗ . En effet

lim
n→+∞

Un = lim
n→+∞

1

n

n∑
k=1

1

1 +
(
k
n

)2
On pose f(t) = 1

1+t2
dont sa primitive est F (t) = arctan(t), on obtient ainsi que

lim
n→+∞

Un = [arctan(t)]10 =
π

4
= λ

Pour trouver un équivalent de la quantité (λ − Un) losque n tend vers +∞. On procède comme
suit, on considère une primitive F de f .

1. De sorte que pour tout n ∈ N∗ :

A- λ = F (1)− F (0) =
n∑
k=1

(
F

(
k

n

)
− F

(
k − 1

n

))

B- λ = F (1)− F (0) =
n∑
k=1

(
F

(
k − 1

n

)
− F

(
k + 1

n

))

C- λ = F (1)− F (0) =
n∑
k=1

(
F

(
k + 1

n

)
− F

(
k − 1

n

))
2. On obtient ainsi la formule suivante

A- λ− Un =
n∑
k=1

[
F

(
k − 1

n

)
− F

(
k + 1

n

)
− 1

n
F ′(

k

n
)

]

B- λ− Un =
n∑
k=1

[
F

(
k

n

)
− F

(
k − 1

n

)
− 1

n
F ′(

k

n
)

]

C- λ− Un =
n∑
k=1

[
F

(
k + 1

n

)
− F

(
k − 1

n

)
− 1

n
F (
k

n
)

]
3. D’après la formule de Taylor-Lagrage, appliquée sur F et sur l’intervalle I :

A- ∀k ∈ {1, · · ·, n}, ∀xk ∈ I =

]
k + 1

n
,
k − 1

n

[
,

F

(
k − 1

n

)
= F

(
k

n

)
− 1

n
F ′
(
k

n

)
+

1

n2
F”(xk)

B- ∀k ∈ {1, · · ·, n}, ∃xk ∈ I =

]
k − 1

n
,
k

n

[
,

F

(
k − 1

n

)
= F

(
k

n

)
− 1

n
F ′
(
k

n

)
+

1

2n2
F”(xk)
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C- ∀k ∈ {1, · · ·, n}, ∃xk ∈ I =

]
k − 1

n
,
k

n

[
,

F

(
k − 1

n

)
= F

(
k

n

)
+

1

n
F ′
(
k

n

)
− 1

2n2
F”(xk)

4. Et comme F est une primitive de f , ceci entraîne que :

A- λ− Un =
n∑
k=1

[
1

2n2
F” (xk)

]
=

1

2n2

n∑
k=1

f ′(xk)

B- λ− Un =
n∑
k=1

[
−1
n2
F” (xk)

]
=
−1
n2

n∑
k=1

f ′(xk)

C- λ− Un =
n∑
k=1

[
−1
2n2

F” (xk)

]
=
−1
2n2

n∑
k=1

f ′(xk)

On a encore affaire à une somme de Riemann pour f ′ telle que :

lim
n→+∞

1

n

n∑
k=1

f ′(xk) =

∫ 1

0

f ′(t)dt = f(1)− f(0) = −−1
2

5. On en déduit finalement que

A- λ− Un ∼
−1
4n

lorsque n tend vers +∞.

B- λ− Un ∼
1

4n
lorsque n tend vers +∞.

C- λ− Un ∼
1

2n
lorsque n tend vers +∞.
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-Exercice- 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4 points)
1. Calculer l’intégrale suivante : ∫ 1

0

dx

x2 + x+ 1

A-
2
√
3

3
arctan

(
2
√
3

3

)
− arctan

√
3

B-
2
√
3

3
arctan

(
2
√
3

3

)
+ arctan

√
3,

C-
2
√
3

3

(
arctan

√
3− arctan

√
3

3

)
,

2. En déduire la primitive : ∫
dx

2 + sin(x)

A-

[
2
√
3

3
arctan

[
2
√
3

3

(
tan(

x

2
) +

1

2

)]
+ λ

]
avec λ ∈ R,

B-

[√
3

3
arctan

[√
3

3

(
tan(

x

2
) +

1

2

)]
+ λ

]
avec λ ∈ R,

C-

[√
3

2
arctan

[
2
√
3

3

(
tan(x) +

1

2

)]
+ λ

]
avec λ ∈ R.

3. Calculer la primitive suivante : ∫
dx

ch(x) + 1

A-
[
−2

1 + ex
+ Cte

]
B-
[
−1

1 + ex
+ Cte

]
,

C-
[
−2

2 + ex
+ Cte

]
Soit l’équation différentielle suivante :

y′ − 1

ch(x) + 1
y =

e
−2

1+ex

2 + sin(x)

4. Solution générale, est obtenue par la méthode de variaton de la constante, est de l’expression :
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A-

[
2
√
3

3
arctan

[
2
√
3

3

(
tan(

x

2
) +

1

2

)]
+ λ

]
e
(
−2

1 + ex
)
avec λ ∈ R,

−−−−−−−−−−−

B-

[√
3

3
arctan

[√
3

3

(
tan(

x

2
) +

1

2

)]
+ λ

]
e
(
−1

1 + ex
)
avec λ ∈ R,

−−−−−−−−−−−

C-

[√
3

2
arctan

[
2
√
3

3

(
tan(x) +

1

2

)]
+ λ

]
e
(
−1

2 + ex
)
avec λ ∈ R.

¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ ¦ B�o�n�n�e C
h�a�n�c�e
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