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Epreuve de : "Analyse II"
1°r¢ année ENSA- Cycle-Prépa-S,

I]g[Sans document, sans calculatrice, téléphones coupés@]

ﬁn( Le soin apporté a la rédaction et le raisonnement sera pris en compte.]

QuesTion™:, [4 points]

Soit m € R un parametre réel.On considére la fonction f définie par :

f(x) = (cos(x))"",  pour x>0.

1. Déterminer, suivant les valeurs de m, la limite lim f(x)?
z—0t+

2. Dans le cas m = —2, calculer le développement limité de [ en xo = 0" a lordre 2 :

c’est-a-dire : Trouver les coefficients du polynome de Taylor tels que :

f7(0)

DIE:  fx)= f(0)+ /(O +

2?4 o(x?).

Q&Tiol—lb: e [4 points]

(1). Déterminer la limite de la suite suivante :
1 n n
Up=— ((”/E—I-4v62+---+k;2\/e’“—|—---+n26>
n

(2). Calculer la primitive :

0 14+ Az
d A el 11 A
/t AT @ - xr avec A\ un réel positif (A >0)

QuesTlon"" S [Premiére formule de la moyenne]j.......... [2 points]

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b|. On suppose que g est positive et non identi-
quement nulle sur [a, ).
Démontrer qu’il existe c € [a,b)] tel que :

/ 1) 70 / g

QuesTion™: . [2 points]
Par la méthode des Tableaux, calculer le DL, au voisinage de 0, de la fonction :

(1 +sin(x))”®
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jce=: .
EXerC O [8 points]

Soient a et b deux réels tels que a < b et n € N*. On définit 0,,([a,b]) = {ao, a1, .., ax,..,a,)} une
subdivision de [a, b| telle que

b— b—
ak:a+k—a et que apy1 — ax = a’ vk € {0,1,2,....,n — 1}.
n n

Dans tout D’exercice, f désigne une fonction de classe C* sur [a,b], M > 0 le majorant

de |f”]| sur [a,b].
/ T pde

ag

-1

b n
etona: [:/f(t)dtzz

k=0

b—a <

n

fag).
k=0

Considérons : R.(f) =

n—1

Z f(ay) lorsque n — +o00?
k=0

(2) Pour tout k € {0,1,2,...,n — 1}, on note :

b—a
n

(1) Justifier la limite de R, (f) =

o= [ - ) - =9 by,

2
an 2n

En utilisant Uinégalité de Taylor-Lagrange sur |ay, a1, appliquée a la fonction

primitive F(x) = / f(t)dt, @ Pordre 2, montrer que, pour tout k € {0,---,n— 1}
ay

M(b—a)?
< —
1Al < 6n?
(3) Montrer que :
_ _ 3
Vn € N*, nl —nR,(f) — (b QG)Rn(f’) < M(b6—n“)

(4) Déduire de la question précédente que la suite T,, = (n(R,(f) — I))nen+ converge vers une
limite o que l’on déterminera.
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Corrections de Pépreuve,

[Baréme . (2 points par Question)]

Réporlse;b: L. e (2 points/ Question)
On remarque que la fonction f peut s’écrire sous forme :

m

f(x) = (cos(z))”" = " les@)  pour x>0.
1. On aussi la remarque suivante, au voisinage de 0 :

In(cos(x)) = In[1 + (cos(x) — 1)]

—_——
Puisque, au voisinage de 07,
o
= ]l = 4
u = cos(r) 5 + 5l + o(z")
2w 4

In(l4u)=u——+ = — L ot

n(l+u)=u 2+3 4—l—o(u)

Par ailleur, la composition des DLs au voisinage de 0, donne :

In(cos(z)) = In[1 + (cos(x) — 1)] = Inl +u] = == + =~ + ofa)

Dou :

2™ In(cos(z)) = 2™+ (_71 + _1—”;2 - o(a:Q))

Par conséquent :

I = lim 2™ x 1
lim f(z) = exp{ lim 2™ x In(cos(z))}

S [ ——
I — exp{ lim (™2 x [ — + =&
Jim, f(w) = expq lim, (2™ x < 5 T 12 >)}

Puisque, suivant les cas du parameétre m € R, on a

0 st om > —2
lim ™ x In(cos(z)) =¢ S si m=—
z—0t .
—00 81T m< —2
On en dBdUIE . ....... . [2 points]
e =1 st m > —2
lim f(z)=1{ @) =vel si m=-2
z—0T oo .
e =0 st om< —2

Pr: H. MAHDIOUI page 3 ENSA-CP;-



Ecole Nationale des Sciences Appliquées 2021-2022

2. Dans le cas m = —2, On a l’expression du DL suivant :
.
—2 2
1 R T
x~ " In(cos(z)) 5 + 15 + o(x*)

2
Et comme f(x) = exp{zIn(cos(z))} et on sait que : e" =1+ u + % + o(u?). Alors

== +o(2?)} —?2
f(z) =e V2% 12 : on pose u=—o-+ o(x?)
Finalement .............ooo i e e e [2 points]
o -1)2 _671/2 2 2
flx)y=¢e"72+_0 xzx 5 + o(z?)
f(0) 1(0) Ha’_’
—1/2
Avec f7(0) =2 X ay 5

Réponse:b: e (4 points/ Question)

(1) On rappelle le théoréeme de Riemann suivant :

/f

n—-+o0o

Puisque la suite (U,) peut s’écrire sous forme :

1-0 k2 k
U,=—— (—> exp (—) .
n n n
k=1

Alors, avec les considerations suivantes : a = 0, b = 1 et le fonction f(x) = z°¢”,

on obtient
. 1
lim U, = lim — ( > / flx
n—-+4oo n—+oo N

D’autre part, avec une intégration par parties deux fois, on en déduit que :

/Olf(x)dx:/ 2(e )da;—[xe};—Q/olxexdx

1
/ f(z)dr =e' —2 ([xe’”]é - [ez](l)) =e!l -2
0
ON CONCLUL &« e e e e e e e e e e e e e [2 points]

Dou

1
lim U, = / z?edr = e! — 2
0

n——+o0o
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(2)- On considere la fraction rationnelle

1+ Mz
1+22)(x—A)

/to (1 +1:x;(>;;x_ )\)dx = /to Fy\(x)dx

La décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle F)\(z)

avec \ un réel positif (A > 0)

F/\(l‘) = (

Donc

est la décomposition suivante :

14+ Az a bx + ¢
) = Q+a2)(z—N) (z—N) * (1+22) o)

Pour trouver la valeur du coefficient a, on procéde comme suit :

1+ Az
=(x— AN xF = —— =1
a (l’ ) A(ZL‘)|J1:)\ (1’2 + 1) v
Par la suite, pour trouver la valeur du coefficient c, on remplace x par la valeur de 0 dans
les deux membres de l’égalité (%), donc

Par conséquent, on obtient la valeur ¢ = 0.
Pour trouver le coefficient b, on multiplie I’équation (%) par x et on fait v — +oo, c-a-d :

ax bz? + cx
T—+00 —+00 (:E — )\) (1 + :L‘Q)

il vient donc :
0=a+b, qui donne b=—1

1 T
B ==y " a7

Pour la primitive demandée, on en déduit que :
/0 Lt /0 1z
s A+ =N ), (=N (1422

/t i —1—1302—)(/;96— /\)dx = [In(A — x)]? — % [In((1 + 1:2)}3

................................................................................... [2 points]
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Réponse:b: . (2 points/ Question)

Démontrons qu’il existe c € [a,b] tel que :

| st = sce) [ gt

f étant une fonction continue sur [a,b], donc elle est bornée sur cet intervalle, il existe ainsi
deux constantes m et M telles que :

Vz € [a,b], m < f(x) < M.
En multipliant par g(x), qui est positif :
Vz € [a,b], mg(x) < f(z)g(x) < Mg(x).

En intégrant sur |a,b] :

n [ < [ o< v [ g

Comme la fonctin g est continue et non identiquement nulle, la quantité fab g(t)dt est stricte-
ment positive (La propriété de la strice positivité de l'intégrale). On obtient donc de l'inégalité
précédente :

b
t)g(t)dt
m<faf;()g() <M
[, g(t)dt
D’autre part, puisque la fonction f est supposée continue sur [a,b] et I'image de cet intervalle
est l'intervalle [m, M], c’est a dire que [ est surjective sur [a,b] et qu’on aura :
Yy € [m, M], 3Fecé€la,b], tel que f(c)=y

Par conséquent, puisque :

2 f(6)g(t)dt € [m. M|
[P g(t)dt ’

................................................................................... [2 points]

c’est- a- dire
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Réponse:b: Ao o (2 points/ Question)

Par la méthode des Tableaux, On remarque que (1 + sin(x))® = *"0T2@) On sait que
pour tout h tendant vers 0 :

23 h? h® Kt
DL:_,: sin(z) =z — 5 0(z*) et DLy_o: In(1+h)=h— Srtg ot o(h*).
Posons h = sin(x), d’out la composition suivante :
.3
1| h= =z Tx +6(z*)
o
—1/2 | h? = 72 Tx +0(x*)
1/3 | h? = z3 +6(z*)
—1/4 | ht = zt 40(z?)
2 3 a2t
In(1 + si LA 1
n(1+ sin(x)) x 5 T 5 15 +6(z%)
3 4 5
i 2 T T 5
xIn(1 + sin(z)) x 5 + 5 D +6(z°)
Et on sait que pour k tendant vers 0 :
kK3
ekzl—i—k—l—?—i-g—l—Q(k?’).
Posons k = xIn(1 + sin(x)), on obtient :
11= 1 +0(2)
3 zt x5
1 — 2 - o 5
k x 5 T 5 19 +0(z°)
1/2 | k? = zt —a®  +0(z°)
1/6 | k3 = +6(z°)
3 P
14 . 142 2 N 5
(1 + sin(x)) +x 5 + 3 T +60(z°)
On en déduit finalement : ..............uuuu i [2 points]
3 4 5
i - 2w 2 T 5
(1+sin(z))* =1+=x 5 + 3 D +0(x”)
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Exercice
n—1

(1) Justifier la limite de R, (f) = b ; : Z f(ax) lorsque n — +o0?
k=0

Réponse : f est continue sur [a,b] et par définition la suite

R =03 fa+ o)),

n
peuvent étre interprétées comme des sommes d’aires algébriques de rectangles Telle somme
b
s‘appelle la somme de Riemann qui converge vers le scalaire I = / f(t)dt.

[2 points]

o= [ =" ) - o ),

-a- Soit k € {0,1,2,...,n — 1}. la fonction f est continue sur [aj,a;.1] C [a,b] donc, d’apres le
théoréme fondamental de l'intégration, la fonction

Fa = [ :fu)dt, o [lorau

est unique primitive de [ sur [a;,a;. 1] s’annulant en a;. avec

Ak41

Flay) =0, F(ag1) = / f(t)dt, Fllay) = f(ar), F"(ax) = f'(ax).
ay,

Comme f est de classe C? sur [a,b], F est donc de classe C? sur [a, D).

De plus Vz € [a, ], |F(x)| = |f"(z)| < M.

D’apres l'inégalité de Taylor-Lagrange a l’ordre 2 appliquée au voisinage de ay, et a1, et

b—a

en notant h = = ap41 — ag, on a donc :

, 2 Mh3
‘F(akH — F(ak) — hF (ak) — ((lk) S 6
CECOMIME ..ot e e e e e e e e e e e e e e e e [2 points]
o1 b—a b—a)?
o= [ == a0 - Lt
ag n
Alors pour tout n € N :
M —a)?
<
Akl < 6n3

(3) On additionne de k = 0 jusqu'a n — 1

S A Z ([ s =" - O ran)
s - (75:) (45) gﬂak)

n—1

_ /bf(t)dt—b;a
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n—1 b
b—a
EIRES A — _ _ /
d’out ,;:0 k /a f®)dt — R,(f) ( o ) R.(f")
D’autre part, on a : Vn € N*

(b—a)

nl —nR,(f) — 5

R (f")

A

3
T

v

AN
3
3
M7
=
=
|
B
w

IA
<
=

|

S
%
~
|
. —
N———

I
<
=

|

S
s

Par conséquent
(b—a)
< 7
2 - 6n

(4) D’apres la question précédente, par un encadrement, on la limite suivante :

nl —nR,(f) —

R (f")

(b—a)
2

Et grace a la somme de Riemann, on conclut que :

RPRY:
< iy Mb-a)?

T n—+oo on

nl—l>r—|I-100 nl —nR,(f) — R,.(f") =0.

b
lim R,(f) = /f(t)dt

n—-+o0o

(b—a
2

~—

lim (b—a)

n—-+oo 2

b
Ri(f) = [ £ -

Puisque la notation T,, = (n R, (f) —n I), et la valeur [a = (f(b) — f(a)ﬂ

On en déduit que :

.............................................................................. [2 points]
T = B0 Balf) = )
b— -(b —
dim 7=~ m DR () = P2 () )
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