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Contenu du polycopié

Ce cours du Module CP-11 : ANALYSE 1 s’adresse aux éléves de la premiére année du
cycle préparatoire de I’Ecole Nationale des Sciences Appliquées d’Agadir (ENSAA).

Le cours traite le contenu des chapitres ci-dessous. Le programme officiel de ce cours, tel
qu’il figure sur le descriptif de la cycle préparatoire de ENSAA est le suivant :

1. Les nombres réels, Topologie de R : Propriétés élémentaires des nombres réels,
majorant, minorant, borne supérieure et borne inférieure , caractérisation de R par la
propriété de la borne supérieure, Propriété d’Archiméde, partie entiére, densité dans un
intervalle de R, densité de Q dans R.

Topologie de R : Intervalle, voisinages, ouverts, fermés, intérieur, extérieur, frontiére,
adhérence.

2. Les suites réelles : Suites, convergence, opérations sur les limites suites, limites
usuelles, limites séquentielles, Suites monotones, Opérations algébriques sur les limites,
Suites adjacentes(erreur d’approximation de la limite), Critéres de convergence, Suites
extraites, Valeurs d’adhérence et Théoréme de Bolzano Weierstrass, suites de cauchy,
Suites récurrentes.

3. Fonctions d’une variable réelle : Limite d’une fonction, caractérisation séquentielle
des limites, Opérations algébriques sur les limites, Continuité, Théoréme des valeurs in-
termédiaires, image d’un intervalle et d’un segment par une application continue, fonc-
tion monotone, Théoréme de la limite monotone, Théoréme de la bijection. Fonctions
réciproques des fonctions circulaires et hyperboliques. Continuité uniforme, fonctions
lipschitzienne, Théoréme de Heine

4. Fonctions dérivables : Définition de la dérivée (a gauche et a droite).Interprétation
géométrique de la dérivée, Opérations sur les dérivées, dérivation de la fonction réci-
proque.Théorémes de Rolle et des accroissements finis.
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CHAPITRE 1

LES NOMBRES REELS, TOPOLOGIE DE R

On suppose connues les propriétés de I’ensemble R dit ensemble des entiers naturels ainsi
que celles de I’ensemble Z dit ensemble des entiers relatifs.
Ce chapitre, bien qu’élémentaire est indispensable a la bonne compréhension du cours, car R
est d'une part ’espace fondamental de 'analyse et d’autre part se trouve étre le modéle sur
lequel les différentes notions du cours seront testées.

1.1 Nombres rationnels

Par définition, un nombre r est dit un nombre rationnel s’il existe deux nombres p € Z et
q € N* tels que r = §. Ainsi I’ensemble des nombres rationnels Q s’écrit

@:{§|pez,qu*}.

Parmi les nombres rationnels, on trouve les nombres décimaux qui sont des nombres de la
forme 37, ot a € Z et n € N.
Ainsi, on peut affirmer que :

Proposition 1. Un nombre est rationnel si et seulement si il admet une écriture décimale
périodique ou finie.

Exemple 1.

x=0,25 y = 0,3333333... z = 15,068214321432143...

sont des nombres rationnels. Cela se voit facilement pour les nombres x et y qui valent respec-
tivement x = % ety = % . Par contre, ce n’est pas le cas du nombre z.

Et donc, avant de terminer cette section, vérifions que z = 15,068214321432143... est un
rationnel.

Lidée de la démonstration repose sur la périodicité de [’écriture de z que nous allons mul-
tiplier par 103 (car la période pour le nombre z qu’on a considéré- commence 3 chiffres apres
la virgule). On a alors

10°z = 15068, 214321432143... (1.1)
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Maintenant on va décaler tout vers la gauche de la longueur d’une période, c’est a dire que
dans notre cas on multiplie par 10* pour décaler de 4 chiffres. On a donc

10*10%z = 150682143, 21432143... (1.2)

Les parties aprés la virgule des deux égalités (1.1) et (1.2) sont les mémes, donc si on les
soustrait en faisant (1.2)-(1.1) alors les parties décimales s’annulent et on obtient :

1072 — 1032z = 9999000z = 150667066.

Et donc
150667065
9999000

ce qui prouve bien que z € Q.

1.2 Nombres irrationnels

Nous avons vu précédemment que les nombres qui ont une écriture décimale périodique ou
qui ont un nombre fini de chiffres aprés la virgule (donc ayant également une écriture décimale
périodique mais avec des zéros!) sont des nombres rationnels. Qu’en est t’il alors des nombres
tels que

V2 = 1,41421356237.... 7= 3,141592653589... e = 2,718281828459...,

qui n’ont pas une écriture décimale périodique ? De tels nombres sont dits irrationnels car ce
ne sont pas des nombres rationnels comme on le peut vérifier pour le nombre /2.

Exercice 1. Montrez que le nombre réel \/2 n'est pas un rationnel.

1.3 Le corps des nombres réels

On admet 'existence de ’ensemble R dit ensemble des nombres réels, muni de deux lois
internes +, et d’'une relation <, tels que :

1. (R,+,.) est un corps commutatif.
2. < est une relation d’ordre total dans R.

Rappelons que :

1. Le premier point résume les régles usuelles de calcul dans R. En effet, (R, +,.) est un
corps commutatif signifie :
(a) + est associative : V(z,y,2) € R (z +y)+ 2z =2+ (y + 2).
(b) + est commutative : V(z,y) € R*  z +y =1y + .
(c) R admet un élément neutre pour + noté 0 :Vx €e Rz +0=0+z =z,
(d) tout élément x de R admet un symétrique, noté —zx :

VeeR x4+ (—z)=(—2)+2x=0

(e) . est associative : V(z,y, z) € R, (zy)z = z(yz)
(f) . est commutative : V(z,y) € R?* xy = yz
(g) R admet un élément neutre pour . noté 1 :Vz e Rzl =1lx ==z
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(h) tout élément z de R* admet un inverse, noté x ! :

VeeRzax '=zta=1
(i) . est distributive par rapport a I’addition : V(z,y, 2) € R3 :
z(y+2) =xy + a2

et
(y+2)z =yx + 21

On reviendra sur la notion de corps en Algébre.

2. Une relation R sur un ensemble F est une relation d’ordre si elle vérifie les trois points

suivants.

(a) elle est réflexive : tout élément est en relation avec lui-méme (x Rz pour tout x)

(b) elle est antisymétrique, c’est & dire que z est en relation avec y et y en relation avec
x alors cela entra que © =y

(c) elle est transitive, c’est-a-dire si 2Ry et yRz alors 2R z.

Une relation R sur un ensemble F est une relation d’ordre totale :
si pour tout z,y € E on a xRy ou yRx. Cela signifie que I'on peut toujours comparer deux
éléments.

L’ensemble R posséde cette propriété d’étre muni d’une relation d’ordre "inférieur ou égal"
et cette relation d’ordre est méme totale. On rappelle que ceci signifie en particulier que cette
relation d’ordre est

1.
2.

réflexive, en effet pour tout = : x < x.

antisymétrique si x < y et y < x alors x = y.

3. transitive z < y et y < z alors x < 2.

1.4

Propriétés élémentaires des nombres réels

1.4.1 Relation d’ordre usuel < dans R

1.
2.

Ve,y,z e R (e <y<—=x+z2<y+2).

r<y
Vm,y,u,vER,({u;U —z+u<Ly+ov].
D’ou, par récurrence immédiate, pour tous n € N*, x1,..., 2y, y1,...,Yn € R :

n n
(We{l,...,n},xigyi)—>in<2%.
i=1

=1

VieR*, (0 <z<=0<21).

. Va,y e RVz e R, (v <y <= 22 < y2).

<z <
.Vx,y,u,vE]R,({ Os@sy —>xu<yv>.

0<u<gvw

T LY UL
< < .
Eneffet,{ogu — xu < yu, et {0<y — yu < Yv
D’ou, par récurrence immédiate, pour tous n € N* x1,..., 2y, y1,--.,Yn € R :

(Vie {1,...,7”&},0<:L‘Z- <yz) —>sz < Hy@--
=1 =1

En particulier : Vn € N*V(z,y) e R?, (0< 2z <y — 2" <y").

Cycle Préparatoire
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6. V(z,y) € (Ri)2,<x<y<:> i < %)

T <Y
u<v
En effet : (y +v) — (x+u) = (y —2) + (v —u) > (y — ) + 5* > 0.
On en déduit, pour tous n € N*, zq, ..., Zp, Y1,-..,yn € R

ViG{l,...,n}, ngyz
R RURESD oI o8

7. Vr,y,u,v € R, —>x+u<y+v>.

1.4.2 Valeur absolue d’un réel

Définition 1. On appelle valeur absolue de x € R le réel, noté |x|, défini par :
zsixr =0
|z = .
—x stx <0

Proposition 2. V(z,y) € R% on a :

1. |z| = max(x, —x)
] = | — ]

|z >0

Va2 = |af

lz] =0 2=0

|z|

lwy| = |zl|y| et siy #0:

Linégalité triangulaire :

z
)

NS T oo

V(z,y) € R |z +y| < |z] + |y]
8. Seconde inégalité triangulaire :
2] = lyl| < |z -yl

Preuve 1. Pour la démonstration des inégalités triangulaires, on a :

1.
o+ y? = (2 +y)* = 2 + y* + 22y = |2 + [y[* + 22y
Or
2zy < 2Jwy| = 2|z(|y|
alors
[ +y* < [l + [yl* + 2lzlly] = (] + [y])*
de plus,
[z +y| =0 et |z +]y] =0
alors

lz +y| < x| + |yl
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On a égalité si et seulement si x et y sont de méme signe.
2éme méthode :

—lrl <z <zl et —lyl<y <yl
alors
(|2l +yl) <z +y < |z + |yl
donc
|z +y| < ||+ [yl

2. Puisque x = (x — y) + y, on a d’apres la premiére inégalité :
[ = [(z —y) +y| < |z —y[+]y]

Donc
2] — |y| < |z —y|

et en intervertissant les réles de x et y, on a aussi
lyl = |z < |y — «|
Comme |y — z| = |z — y| on a donc

2| = Jyll < o =yl

Remarque 1. 1. Sur la droite numérique, |x — y| représente la distance entre les réels x
ety ; en particulier |z| représente la distance entre les réels = et 0.
|z eyl
| : —
0 x Y

De plus on a :
2. lx—al<r <= a—-r<z<a+r.

3. Ou encore, comme on le verra bientot, |xv —a| <r <= x €la—r,a+7].

-|///////I///////|—
J///////I///////I_

a—r a a+r

Y

1.5 Densité de Q dans R

Théoréme 1. (Aziome d’Archimeéde).
R est un corps archimédien, c’est a dire :

Va € R,3n € N* tgn > a.

Corollaire 1. V(a,b) tel que a > 0, il existe un entier n tel que na > b.

Cycle Préparatoire
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Remarque 2. Cette propriété peut sembler évidente, elle est pourtant essentielle puisque elle
permet de définir la partie entiere d’un nombre réel.

Proposition 3. Pour tout x € R, il existe n € Z unique tel que :
n<r<n+1

n est appelé la partie entiére de x et noté E(x).

Exemple 2. E(3,6) = 3, E(r) = 3, E(—5,5) = —6.
E(z)=7T<=T7<z<8.

Preuve 2. Existence. Soit x > 0 par la propriété d’Archimeéde il existe n € N tel que n > =,
donc
K={keN|k<xz}

est fini. Notons kpax = max K
kmax < T car kpax € K

et
kmax + 1> xcarkp. + 1 ¢ K
alors
kmax g x < kmax _l_ 1
on prend

E(z) = kyax-

Unicité. Si k et ¢ sont deux entiers tels que

k<zx<k+letl<ax<l+1

donc
k<xz<l+1
on a ausst
{<k+1
donc
(—1<k</l{+1
Ainsi

k=2

Les propriétés ci dessous peuvent établies sans grand effort, elles sont données sans démons-
tration.

1. Le nombre E(z) est le plus grand nombre entier inférieur ou égal a z.

2. Vx e R
E(x) <z < E(x)+1
r—1< Ex)<zx

3. E(x+m)=E(z)+m,Yr e R,Vm € Z

E(—z)=—E(x) —1,Vz € R\Z
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Théoréme 2. Q est dense dans R, c’est a dire :

V(iz,y) ER:(z<y=32€Q/x <z<y)

Preuve 3. Trouver un tel rationnel z = §, avec p € Z et q € N*, revient a trouver de tels
entiers p et q vérifiant qr < p < qy. Cela revient a trouver un q € N* tel que [’intervalle
ouvert |qx, qy| contienne un entier p. Il suffit pour cela que la longueur qy — qx = q(y — x) de

lintervalle dépasse strictement 1, ce qui équivaut a q > y%x

D’apres la propriété d’Archiméde, il existe un entier q tel que g > y—% Commey—x >0, on a

q € N*. Posons p = E(zq)+1. Alors p—1 < xq < p. On en déduit d’une part x < g, et d’autre
P

part & — é < x, donc § < :c+% <zx+y—zx=y. Doncx < § < y. On a montré laffirmation.

1.6 Partie minorée, majorée, bornée

Dans toutes cette section, A désigne une partie non vide de R.

Définition 2. Soient M, m € R. On dit que :
1. M € R est une magorant de A siVr € A,z < M. On dit alors que A est majorée.
2. m € R est un minorant de A si Vo € A,x > m.on dit que A est minorée.

3. A est bornée si A est a la fois minorée et majorée.

Dans la suite, nous devons tenir compte des remarques et propriétés suivantes :
- Un majorant ou un minorant d’une partie A n’est pas forcément un élément de A.

- S’il existe un majorant M de A qui appartient & A, alors M est unique. Cet élément est
appelé plus grand élément de A et on note M = max(A) - Ainsi

M =max(A) < M e A et M estun majorant de A.

- S’il existe un minorant m de A qui appartient a A, alors m est unique. Cet élément est
appelé plus petit élément de A et on note M = min(A). Ainsi

m=min(A) < meA et m estun minorant de A.

Exemple 3. 1. Les intervalles I =] — 1,2[ et J = [—1,2] sont bornés car ils sont majorés
par 2 et minorés par —1. De plus, min(J) = —1 et max(J) = 2 par contre min(I) et
max(]) n’existent pas.

2. L’ensemble des entiers naturels N est minoré par 0 mais n’est pas majore.

3. Les ensembles Z,Q et R ne sont ni minorés ni majorées.

Exemple 4. 1. A=[1,2]
- 2 est un magorant de A.
- L’ensemble des majorants de A est [2,400].
- L’ensemble des minorants de A est | — 00,1 /.
- 1 est le plus petit élément de A.
- A n’admet pas de plus grand élément.
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2. 10, +o00] n'admet pas de majorant.
3. lensemble des majorants de [0, 1] est [1, +o0].

4. Uensemble des minorants de [0, 1] est | — 00, 0].

Exemple 5. Reprenons l'ezemple de la partie A = {1 — % | n € N*}.

L

0=y % = Uy U3 ULUs5

1. 0 est le plus petit élément de A noté min A. En effet, uy = 0 donc 0 € A de plus,
Uy = —%20:1“ (pour tout n > 1).

2. A n’a pas de plus grand élément.
En effet, Supposons qu’il existe un plus grand élément o = max A Alors u, < a, pour
tout u,, Ainsi 1 — % < a.
Lorsque n — 400 cela implique o > 1 Comme « est le plus grand élément de A alors
a € A Donc il existe ng tel que o = uy,, Mais alors o« =1 — nlo < 1.
Contradiction avec o > 1. Donc A n’a pas de maximum.

Ainsi, une partie de R méme majorée n’admet pas forcément de plus grand élément. De
méme, une partie de R méme minorée n’admet pas forcément de plus petit élément.On va donc
introduire les notions de borne supérieure et borne inférieure.

1.7 Borne supérieur, borne inférieure

Définition 3. Soient S l’ensemble des majorants de A et I I’ensemble des minorants de A.

o Le plus petit élément de S, s’il existe, est appelé borne supérieur de A. Cet élément est noté
sup (A).

e Le plus grand élément de I, s’il existe, est appelé borne inférieur de A. Cet élément est noté

inf (A).

Concernant ces deux notions de borne supérieur et borne inférieure, nous devons remarquer
que :
e La borne supérieure de A s’elle existe est unique et c’est le plus petit des majorants de A.
e Si A admet un plus grand élément, alors cet élément est la borne supérieure de A.
e La borne inférieure de A si elle existe est unique et c’est le plus grand des minorants de A.
e Si A admet un plus petit élément, alors cet élément est la borne inférieure de A.

Théoréme 3. ( Aziome de la borne supérieure (inférieure))
1. Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure dans R.

2. Toute partie non vide minorée de R admet une borne inférieure dans R.
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Remarque 3. Ce théoréme n’est pas vrai dans Q, prenons l’exemple :
A={zeQ/z* <2}

A est une partie non vide de R majorée mais A n’admet pas de borne supérieure dans Q.

Théoréme 4. (Caractérisation de la borne supérieure)
Soit A une partie non vide de R et soit « € R. « est la borne supérieure de A si et seulement
St :

Viec Air<aetVe>0,Ix € Atlga—c <.

Théoréme 5. (Caractérisation de la borne inférieure).
Soit A une partie non vide de R et soit § € R.
G est la borne inférieure de A si et seulement si :

Vre A, f<zetVe>0,dJx € Atqe <p+e.

On peut donner une autre caractérisation, trés utile, de la borne supérieure.

Proposition 4. Soit A une partie non vide et majorée de R et soit « € R. « est la borne
supérieure de A lorsque o est 'unique réel tel que :

(i) a est un majorant de A.

(ii) 1l existe une suite (), oy d’€léments de A qui converge vers a.

Remarque 4. On peut dire de la méme facon que (8 est la borne inférieure de A lorsque [ est
l'unique réel tel que :

(i) B est un minorant de A
(ii) Il existe une suite (x,), oy d’éléments de A qui converge vers f3.

Exemple 6. (A= {u,=1-1|neN}).
1. inf A=min A =0 (min A représente le plus petit élément de A ).
2. Premiére méthode pour sup A = 1.
o M majorant de A = M > 1—%p0urt0utn> 1=M>1.
e L’ensemble des majorants de A : [1,400].
3. Deuxieme méthode.
(i) stz € A, alors x < 1.

(11) pour tout y < 1, il existe x € A tel que y < x : pour n tel que 0 < % < 1—y alors
y<1—%<1 doncle—%eAconvient.
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1.8 Topologie de R

1.8.1 Intervalles

Définition 4. Une partie A de R est dite intervalle si pour tout x,y de A, tout élément z de
R tel que x < z < y appartient a A.

On définit dans R neufs types d’intervalles : pour (a,b) € R? tel que a < b,

1. [a,b] = {z € R,a < x < b} appelé intervalle fermé borné ou encore segment.

2. [a,b[={r e R;a <z < b}

3. Ja,b) ={x € Rja <z < b}

4. a, [ {r €R;a <z <b}

5. | —o0,a] ={r e Rjx < a}

6. | —o0,al={r € Ryz < a}

7. |a, +oo[ {r eR;a < x}

8. la,+oo[= {x € R;a < z}

9. ] —o00,4o0[=R

Les intervalles [a, b[,]a, b],] — 00, a], [a, +oc[ sont appelés intervalles semi-ouverts ou inte-
valles semi-fermés.
Les intervalles |a, b[, Ja, +00],] — 00, a[,] — 0o, +00| sont appelés intervalles ouverts.
Les intervalles [a, b],] — 00, al, [a, +00] sont appelés intervalles fermés.

Les réels a, et b sont appelés extrémités de 'intevalle.

1.8.2 Voisinages

Définition 5. Soit a un point de R. On dit qu’une partie V de R est un voisinage de a si V'
contient un intervalle ouvert contenant a. On note V(a) l'ensemble de tous les voisinages de a.
Remarque 5. Soit a € R, alors :

1. Un voisinage de a contient tous les points assez proches de a, mais également des points
qut peuvent étre loin de a.

D’apres la définition, R est également un voisinage de a.
a appartient a tout élément de V(a).
Toute partie W de R contenant un élément de V(a) est encore un élément de V(a).

Toute intersection finie d’éléments de V(a) est encore un élément de V(a).

S G o

Propriété de séparation de R : Sia et b sont deux points distincts de R, il existe V € V(a)
et W e V(b) tels que VNW =@

1.8.3 Ouverts, fermés

Définition 6. Une partie A de R est un ouvert (ou partie ouverte ) de R si pour tout a € A, A
est un voisinage de a.

Propriétés des ouverts
O1) @ et R sont des ouverts de R.
02) Toute réunion d’ouverts est encore un ouvert.
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0O3) Toute intersection finie d’ouverts est encore un ouvert.

Exemple 7. 1. Un intervalle ouvert |a,b[ est un ouvert de R.

2. Montrer que A est une partie ouverte de R si et seulement si A est une réunion d’in-
tervalles Quwverts.

Définition 7. On dit que B C R est un fermé (ou partie fermée) de R si CE est un ouvert de
R.

Exemple 8. Vérifier que tout intervalle fermé de R est un fermé.

Propriétés des fermés

F1) @ et R sont des fermés de R.

F2) Toute réunion finie de fermés est encore un fermé.
F3) Toute intersection de fermés est encore un fermé.

1.8.4 Intérieur, extérieur, frontiére, adhérence

Définition 8. Soit A une partie de R, on dit qu’un point x € A est intérieur a A si A contient
un intervalle ouvert centré en x. L’ensemble des points intérieurs a A s’appelle lintérieur de
A et on le note A.

Proposition 5. Lintérieur d’une partie A de R est un ouvert de R et c’est le plus grand
ouvert de R contenu dans A.

Exemple 9. Montrer que :

1. L’intérieur des intervalles de la forme |a, bl, [a,b],]a, b] et |a, b] est lintervalle de la forme
Ja. bl

2. Lintérieur de l’ensemble Q est vide ainst que celui de son complémentaire.

Propriétés élémentaires
Veérifier que si A et B sont des parties de R, on a :

1. SiA C B alors A C B.

2. ANB=ANB.

3. AUB S AU B.

4. Donner un exemple ou 'inclusion de 3 ) est stricte.

Définition 9. Soit A une partie de R, on dit qu’un point x € R est extérieur a A s’il existe
un voisinage de x dans R ne rencontrant pas A.
L’ensembles points extérieurs a A s’appelle Uextérieur de A et on le note Ext(A).

Remarque 6. Ext(A) = éﬂ%.

Définition 10. Soit A une partie de R, on dit qu’un point x € R est adhérent a A si tout
intervalle centré en x dans R rencontre A. B
L’ensembles points adhérents a A s’appelle l'adhérence de A et on le note A.

Proposition 6. L’adhérence de A est fermé et c’est le plus petit ensemble fermé de R contenant
A. En particulier A est fermé si et seulement si A = A.
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Exemple 10. Montrer que l'adhérence des ensembles de la forme [a,b], [a,b], ]a,b] et ]a,b] est
Uintervalle de la forme |a, b].

Définition 11. Soit A une partie de R, on dit qu’un point x € R est un point frontiére de A
si tout voisinage de x dans R rencontre a la fois A et son complémentaire.
La frontiére de A est ’ensemble des points frontieres de A et on le note Fr(A) ou 0A.

On remarque que :

1. 9A = AN (A)c = An Ae, et donc la frontiere de A est une partie fermée de R.
2. ACACA

3. R = Ext(A) UFr(A) U A et ces trois ensembles sont deux a deux disjoints.
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CHAPITRE 2

LES SUITES REELLES

2.1 Définitions

Définition 12. Une suite numérique, dite aussi suite réelle, une application v d’une partie I
de N dans R.

Ainsi, une suite réelle, notée u = (uy,) est une application

nel

u: I CN—R
noo— U,

On pose u(n) = u, et on appelle u, terme générale (ou le terme de rang n ) de la suite (u,), .

Remarque 7. 1. On dira qu’une application définie a partir d’un certain rang ng est aussi
une suite.

2. Attention, la notation (u,) désigne une suite, c’est a dire un élément de S(R) alors que
u, désigne un terme de la suite, c’est a dire u, € R.

Définition 13. On définit les lois suivantes sur l’ensemble des suites :
- Addition : (u,) + (vy) = (Uy + vp)
- Multiplication par un réel : X (u,) = (Auy,).

- Multiplication de deux suites : (uy) - (v,) = (upvy) -

Exemple 11. 1. (\/N)nso est la suite de termes : 0,1,v/2,1/3, ... — (=1)"),150 est la suite
qui alterne +1,—1,4+1,—1,.. ..

2. (Fn)nzo définie par Fo = 1, Fy = 1 et la relation F, o = F,1 1+ F,, pourn € N (suite de
Fibonacci). Les premiers termes sont 1,1,2,3, 5,8,13,... Chaque terme est la somme
des deux précédents.

e

) 11 1
n?/n>1

- Les premiers termes sont 1,7, 5, 165 - - --

2.2 Suite stationnaire, bornée, monotone

Définitions :
Soit (uy),cy une suite réelle.
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1. (un)neN est stationnaire s ’il existe ng € N tel que : u,, = uy,,, Vn > ny.
En particulier, une suite constante (u, = ug, ¥n > ng) est une suite stationnaire.

2. (un),ey est périodique de période p (p € N*) si Vn € N, 4, = uy, et p est le plus petit
entier positif vérifiant cette propriété. L'entier p est alors appelé période de la suite (u,,)
qui est dite suite p - périodique.

3. (un),ey st majorée si AIM € R VneN wu, < M.
4. (un),cy est minorée si Im € R VneN wu, >m.

5. (Un),ey est bornée si elle est majorée et minorée, ce qui revient & dire :
dMeR VneN |u,| <M
Remarque 8. Une suite (u,) est bornée si et seulement s’il existe M € R tel que :
lun| < M, neN.

Exemple 12. La suite (”—_1

. . 2 . .
~ )neN* est bornée. La suite (n®), . est minorée.

Définitions :
Soit (uy),cy une suite.

L. (un),ey st croissante si  Vn € N w1 > up.

2. (un),ey €St strictement croissante si Vn € N tyqq > up.

3. (Uun),ey est décroissante si  Vn € N u,qq < up.

4. (Un),ey est strictement décroissante si  Vn € N upy1 < up,.

5. (un),cn €st monotone si elle est croissante ou décroissante.

6. (un),ey €St strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement dé-
croissante.

Remarque 9. Il arrive qu’une propriété ne soit pas vraie pour tous les premiers termes d’une
suite mais seulement a partir d’un certain rang.

Par exemple, (u,) est croissante & partir d’un certain rang s’il existe un entier ng tel que pour
tout m > ng on @ Upy1 = Upy.

Exemple 13. 1. La suite (#) est strictement décroissante.

2. La suite (un),~, définie par u, = (—1)"/n pour n > 1, n'est ni croissante ni décrois-
sante. Elle est majorée par 1/2 (borne atteinte en n = 2 ), minorée par —1 (borne
atteinte enm =1 ).

3. 8. La suite (l

n)nZI
atteinte pour n =1 ), elle est minorée par 0 mais cette valeur n’est jamais atteinte.

est une suite strictement décroissante. Elle est magjorée par 1 (borne

2.3 Limite d’une suite

Définition 14. On dit que la suite (u,) converge vers un réell € R( ou bien (u,) tend vers |
lorsque n tend vers +oo ) lorsque :

Ve > 0,3N € N tel que Vn > N, |u, — 1| <e.

On note alors lim =1 ou encore U, — s L.
n—-+00

Sl existe un réel | tel que la suite converge vers [, on dit que la suite est convergente. Dans le
cas contraire, on dit que la suite diverge.
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Remarque 10. 1. On peut étendre la notion de limite d’une suite a R (on dit que (u,)
diverge vers +00 ou —Q) :

liIE U, = oo < VA € R,AN € N tel que Vn > N,u, > A.
n—-+0oo
liril U, = —00 < VA eR,IN €N tel qgue Vn > N, u, < A.
n—-+0o0o

2. Divergente ne signifie pas tend vers +o0.

Définition 15. Une suite (u,), est convergente si elle admet une limite finie. Elle est diver-
gente sinon (c’est-a-dire soit la suite tend vers oo, soit elle n’admet pas de limite).

Théoréme 6. Si la limite d’une suite existe alors elle est unique.

Preuve 4. Supposons que (uy,) admet deux limites différentes | et I'. On pose € = =

IN € N tel que Vn > N, |u, — 1| < ¢

et
AN" € N tel que Vn > N',|u, —l'| < ¢
alors
/ / / / |l_l/|
Vn}maX(NJV),]l—H:]l—un+un—l|<|l—un|+|un—l|<2£:T
alors

contradiction, doncl =1".

Théoréme 7. Toute suite convergente est bornée, autrement dit : soit (u,) une suite réelle, si
dl € R tel que lim w, =1, alors :

n——+00

M > 0 tel que Vn € N, |u,| < M.

Preuve 5. Soit (u,) une suite convergeant vers un réel I de R. Pour ¢ = 1, il existe un rang
N € N tel que pour tout n = N, |u, — | < e.
On a alors pour tout n > N

|| = |ty — L+ 1] < Jup, =1 + 1] < 141

Posons alors
M = max (ug, u1, ..., un, 1 +|I]).

M existe puisque c’est le mazimum d’une partie finie de R. On en déduit que la suite (u,) est
bornée.

Exercice 2. La réciproque est-elle vraie ?
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Théoréme 8. Soit une suite (u,) qui converge vers une limite | € R et (k, k') € R.
1. St 1> 0 alors cette suite est a termes strictement positifs a partir d’un certain rang.

2. Si k < alors il existe un rang Ny € N tel que :

VneN, n>N =k<u,.
3. Sil <K' alors il existe un rang Ny € N tel que :

VneN, n>N,=u, <k.
4. Stk <1<k alors il existe un rang N € N tel que :

VneN, n>N=k<u,<Kk.

Preuve 6. En appliquant la définition de la convergence de (u,) on a :

Ve > 0,dN; € IN,Vn > Ny, |u, — 1] < ¢

pour € = Z_Tk
EINleN,Vn>N1,|un—l|<l_Tk<l—k
alors
kE—l<u,—Il<l—k
donc u, > k.

. . . ’_
La démonstration est analogue en prenant k = 0 dans le premier cas, en prenant € = % dans
le troisiéme cas et en prenant N = max (N1, No) dans le dernier cas.

Théoréme 9. Soit deur suites (uy,) et (vy,). On suppose que :
(Hy) u, < v, a partir d’un certain rang.

(Hy) lim w,=1et lim v,=1".
n—+oo n—+o00

Alors 1 < I'.

Preuve 7. Supposons | > 1" et introduisons le milieu a = %
Puisque

lim u,=101>a
n—-+00

il existe un rang Ny a partir duquel u, > a. Puisque

lim v, =10'<a
n——+oo

il existe un rang Ny a partir duquel v, < a. Pour tout n au-deld du rang max (Ny; N3), on a
Up < a < u, Ainsi, a partir d’un certain rang u, > v,, contradiction.

Remarque 11. Méme si l'on a des inégalités strictes dans (Hy), on ne peut obtenir que des
inégalités larges apreés passage a la limite.
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Théoréme 10. On considere trois suites (uy) , (v,) et (wy,) telles que :

(Hy) v, < uy < wy, 6 partir d’un certain rang.

(Hy) Les suites encadrentes (vy,) et (wy) convergent vers la méme limite ,

alors la suite (u,) converge vers .
De méme, si :
(Hy) vn < uy (G partir d’un certain rang).
(Hy) lim v, =400,
n—+o00

alors lim wu, = +o00.
n—-+4o0o

De méme, st :
(Hy) u, < w, (@ partir d’un certain rang).

(Hy) lim w, = —o0,
n——+00

alors lim wu, = —o0.
n——+00

Preuve 8. Par hypothese, il existe un rang Ny € IN tel que
vn 2 levn < Unp, < W, -

Supposons que (v,,) et (w,) convergent vers | € R.
Soit € > 0, il existe Ny et N3 dans N tel que

Vn > Nojlv, — 1| <e et Vn> Ns;|w, — | <

donc

Vn > Nyl —e<v,<l4+e et VYn> N3 l—e<w,

On pose N = max (N1, No, N3) alors pour n > N, on a
Up < Up S Wy

avec
v, =2l—¢cetw, <Il+e¢

donc
Vn>N,l—e<u, <l+e.

Ainsi (uy,) converge vers .

€

<l+e

2.4 Propriétés algébriques des suites convergentes

Théoréme 11. Soit (u,) une suite convergeant vers | € R et (v,) une suite convergeant vers

' € R. Alors :
1. la suite (|u,|) converge vers |l| ;
. la suite (u, + v,) converge vers | + 1’

2
3. Pour X\ € R, la suite (A\u,) converge vers Al ;
4

. Si la suite (uy,) converge vers 0 et la suite (v,) est bornée alors la suite (u,v,) converge

vers 0.
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5. la suite (upv,) converge vers Il ;

6. Sil' #£0, la suite (i) CONVErge vers ll,

7. Sil' # 0, la suite (Z—:) CONVETgE Vers li,

Preuve 9. 1. Soit (uy) une suite convergeant vers un réel I de R.
Soit € > 0, cherchons un rang N € IN tel que pour tout n > N, ||u,| — |I|| < e. Pour ce
e, il existe N € N tel que pour tout n > N :

lup, — 1| < €

Or
wn| = (U] < |un —1]

donc pour tout n > N :
un| = ]} < €

2. Supposons que u, — 1 € R et v, — ' € R. On remarque que
|(un +vp) = (L+ )] < |uy — U] + v, = U]

11 suffit alors de prendre |u, — | et |v, —l'| inférieurs a 5 pour conclure.
Soit alors € > 0. Puisque u,, converge vers | et v, converge vers l', il existe Ny et No
dans IN tels que

Vn > Ny, [u, — 1| gg et Vn > Na, |v, — '] g%
Pour N = max (Ny, Ny) on a pour tout n > N
| (4 v5) = (L) < g =1 4 [, = 1| <§+§:€

Ainsi u,, + v, converge vers [+ 1.

3. Pour A € R, st A = 0 le résultat est immédiat, sinon montrons que la suite (Auy)
converge vers N Soit € > 0 cherchons N € N tel que ¥Yn € Nyn > N = | u, — Nl| < e.

Pour ﬁ, dN € N tel que

VnEN,n}N:>|un—l|<|€—’
d’ou .
VnGN,n}N:>|>\un—)\l|:|>\Hun—l|<|)\|W:€

donc (Auy,) converge vers Al.

4. Supposons que la suite (u,) converge vers 0 et que la suite (v,) est bornée, montrons
que la suite (upvy,) converge vers 0 .
Soit € > 0, cherchons N € N tel que Vn € Nyn > N = |u,v,| < e.
Par hypothese, il existe M € R tel que Vn € N, |v,| < M De plus, (u,) converge vers 0

alors pour +;
AN € INtel que ¥n € Nyn > N = |u,| < %

alors
€

‘v’nGN,n}N:>|unvn|<MM:5

et donc (u,vy,) converge vers 0 .
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5. Supposons que la suite (u,,) converge versl et que la suite (v,) converge versl', montrons
que (unvy,) converge vers ll' ¥Yn € N, on pose w,, = u, — [, (w,) converge vers 0 On a

Vn € IN, u,v, = (I + wy) v, = lv, + wyv,

or (lv,) converge vers ll' et (w,v,) converge vers 0 puisque (w,) converge vers 0 et (vy)
bornée. donc (uyv,) converge vers ll'.

: : 1 1
6. 0. Sil' # 0, la suite (E) converge vers 3.
En effet, puisque (v,) converge vers I’ # 0 alors (|v,]) converge vers |I'| > 0 or |I'| > %

alors AN € N tel que Vn > N, |v,| > 2 o

2
1 1] Joa—0] 2

o UL Tl 0TS ]

0<

2|Un—l/|

comme#|vn—l’| — 0 alors = — 3 — 0.
n

Alors la suite (%) converge vers ll,
n

2.5 Cas des Suites géométriques

Définition 16. Une suite (uy,), .y est géométrique s’il existe un réel ¢ non nul appelé raison
de la suite tel que pour tout entier naturel n :

Up+1 = q X Up,

Remarque 12. 1. On passe d’un terme de la suite au suivant en multipliant toujours par
le méme nombre q,

2. Pour toutn € N, on a u, = ug X q".
3. La somme de (n+ 1) termes consécutifs d’une suite géométrique :

1 — raison nombre de termes

S = premier terme X ‘
1 — raison
Théoréme 12. Soit u, une suite géométrique de raison r, alors :

1. Si|r| <1, alors la suite (u,) converge vers 0;

2. Si|r| > 1 alors la suite (u,) diverge

3. Sir =1, la suite (uy,) est constante et converge vers ug ;

4. Sir=—1, la suite (u,) diverge.

Définition 17. (Série géométrique). Soit un réel r € R. On définit la progression géométrique
(ou série géométrique) de raison r, la suite de terme général :

Sn:1+r+...+r":Zri
i=0
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Définition 18. On calcule explicitement le terme général S, :

I_I'ZL:I sir#1
(n+1)sir=1

On obtient alors le résultat de convergence de la suite (S,,) :
Si|r| < 1, alors la suite (S,) converge vers le réel .
Si|r| = 1, alors la suite (S,) diverge.

2.6 Suites extraites

Définition 19. On dit qu’une suite (v,) est une suite extraite d’une suite (u,) s’il existe une
application ¢ de N dans N strictement croissante telle que VYn € N, v, = ug(,).

Exemple 14. Les suites (ug,) et (usni1) sont extraite de la suite (uy,).

Exemple 15. 1. Prenons la suite définie par u, = (—1)". L’application ¢(n) = 2n donne

la sous-suite v, = U, = (—1)*" =1 (suite constante).
2. Si u, = sin (2{r—7”) . Elle est périodique de période 17 . L’application ¢ : 17n donne la
sous-suite v, = U7, = sin2mn = 0

Lemme 1. §i ¢ : N — N est strictement croissante, alors

VneN, ¢(n)=n

Théoréme 13. Toute suite extraite d’une suite convergeant vers une limite | est une suite
convergeant vers [.

Preuve 10. Soit (u,) une suite qui converge vers | € R et (ug(n)) une suite extraite de (uy).
Montrons que (u¢(n)) converge vers l. Soit ¢ > 0, cherchons N € N tel que Vn € N, ¢(n) >
N = |u¢,(n) — l| <eg, on

VneN,n2N=¢(n) = ¢(N) 2N = |ugnm — 1] <e
d’ou le résultat.

Lemme 2. Soit une suite (u,). On suppose qu’il existe deux suites extraites (v,) et (wy) de
(uy) telles que :

(Hy) (vn) converge vers a

(Hy) (wy) converge vers b

(Hg) a 7£ b.

Alors la suite (uy,) est divergente

Preuve 11. Supposons que (u,) est convergente. Puisque (v,) est une suite extraite qui
converge vers a alors (u,) converge vers a. De méme, puisque (w,) est une suite extraite
qui converge vers b alors (u,) converge vers b impossible puisque la limite, lorsqu’elle existe,
est unique.

Donc (uy,) diverge.
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Théoréme 14. La suite (u,) converge vers | si et seulement si Les deuz suites extraites (uoy,)
et (ugnt1) convergent vers la méme limite | € R.

Preuve 12. Une premiére implication est évidente.

Supposons maintenant que <U2n> et Uopy1 deux suites extraites de (un) qui convergent vers
[ €R.

Montrons que (u,) converge vers [.
Soit € > 0, cherchons N € N tel que Vn € Nyn > N = |u, — | < & Pour ce e

IN; e NJVpeNjp > Ny = |ug, — 1| < e
et
AN, e NVp e Nyp > Ny = |ugpi — 1] <€

Notons N = max (2N1,2Ny + 1) ,Vn € N tel que n > N.

1. Sin=2p > 2Ny alors p > Ny donc |u, — | = |ug, — 1] < e.
2.8in=2p+1>2Ny+1 alors p > Ny donc |u, — | = |ugp+1 — 1] < e.
Ceci montre que (u,) converge également vers [.

2.7 Suites monotones, suites adjacentes

Théoréme 15. Soit (u,) une suite croissante. On a les deux possibilités suivantes :
1. Si (u,) est majorée, alors (u,) converge vers une limite finie;

2. 8i (uy,) nest pas magorée, alors (uy,,) diverge vers +oc.

Preuve 13. Considérons une suite (u,) croissante et majorée. Posons | = sup (u,), € R et
montrons que (u,) converge vers .

On a déja Vn € N,u,, <1 car | = sup (u,), doncl majore la suite (u,). Soit € > 0. Comme
| = sup (uy,), alors | —e n'est pas majorant de la suite (u,) et donc il existe N € N vérifiant
un > 1 —e. Par croissance de la suite (uy), on a alors

Vn>N,u,>uy =>1—c¢
Par suite, pour tout n > N
l—e<u,<l<l+e

donc u, converge vers .

Soit maintenant une suite (u,) croissante non majorée. Soit A € R. La suite u, n’est pas
magorée par A donc il existe N € N vérifiant uy > A. Par croissance de la suite (u,) on a
alors ¥Yn = N,u, > uy et donc u, > A. Ainsi (u,) tend vers +oo.

Théoréme 16. Soit (u,) une suite décroissante. On a les deux possibilités suivantes :
1. Si (u,) est minorée, alors (u,) converge vers une limite finie ;

2. Si (uy,) nest pas minorée, alors (u,) diverge vers —oo.

Démonstration. Méme démonstration que dans le cas de suite croissante.
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Exemple 16. Soit (u,) une suite définie par :

1 1 1
Un:1+§+?+"'+ﬁ-

La suite (u,) est croissante et majorée par 2 , donc elle converge.

Suite harmonique :

Un:1+1+1+"'+1
2 3 n
Calculons nl_lgloo u,, La suite (u,) est croissante : U, 41 — u, = n+r1 > 0.
- Minoration de ugr — ugp—1 :
1 1 1, 11
UQP_U'Q]Jfl:\2p71+1—}—2p71+2+..._‘_2_p/>2p Xﬁzﬁ‘

2p—1=2p_2p—1 termes > 2%

u2p—1:u2p—u1:(ug—u1)+(u4—u2)+-~+(u2p—ugp_l)2

lim w, = +oo.
n—-+o0o

V1S

Définition 20. Soient (u,) et (v,) deuz suites réelles. On dit qu’elles sont adjacentes si et
seulement st

1. les deux suites sont monotones de sens contraire ;

2. La suite (v, — u,) converge vers 0 .

Théoréme 17. Deux suites adjacentes convergent et ont la méme limite.

Preuve 14. Soit (u,) et (v,) deuzr suites adjacentes.

Montrons que ¥n € N, u,, < v, Soit m > n.

Par monotonie, on a u,, = u, et v, = v, donc v, —u, = Uy, — U, A la limite quand m — 400
on obtient v,, — u, > 0. Ainsi Yn € N, u,, < v,.

Puisque (v,,) est décroissant, on en déduit que pour tout n € N,u, < v, < vo. La suite (u,) est
donc magorée et puisqu’elle est aussi croissante, elle converge vers une limite | € R. De plus
Uy = Up + (v, — up) qui converge vers l, ainsi (u,) et (v,) convergent vers une méme limite
l. Et puisque (uy,) est croissante et (u,) converge versl, on a ¥n € N,u, <[ et aussi puisque
(vn) est décroissante et (v,,) converge versl on a Vn € N,v, > [ donc

Vn € Nyu, <[ < v,

Exemple 17. Les suites (u,,) et (v,) définies pour n > 1 par
—~ 1 11 1 2

sont adjacentes .
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Théoréme 18. (Théoréme de Bolzano-Weiestrass). De toute suite réelle bornée on peut ex-
traire une suite convergente.

Prenons l'exemple de la suite u,, = (—1)".
C’est bien une suite bornée et nous avons bien des sous suites convergentes, par exemple la
suite des termes de rang pair, ou celle des termes de rang impairs (qui sont méme des suites
constantes).
Un autre exemple avec la suite définie par v, = cosn. C’est encore une suite bornée, mais il
n’est pas facile de montrer explicitement qu’il existe une sous-suite qui converge.
Le théoréme de Bolzano-Weierstrass affirme pourtant qu’'une telle sous-suite existe! C’est un
résultat d’existence mais qui n’indique pas comment expliciter une sous-suite convergente.

Preuve 15. La preuve repose sur un procédé de dichotomie. En effet, Comme la suite est
bornée, ’ensemble des valeurs de la suite est contenue dans un intervalle [a,b].

On initialise la construction en posant ag = a,by = b,¢(0) = 0 Si on coupe |a,b] en deux
sous-intervalles égaux, au moins un des deux intervalles obtenu contient wu, pour une infinité
d’indices n.

On note [ay,b1] un tel intervalle, par hypothése il existe ¢(1) un entier ¢p(1) > ¢(0) tel que
U¢(1) € [al,bl].

Par récurrence, on construit pour tout entier naturel n un intervalle [a,,by,], de longueur b;—n“,
et un entier ¢(n) > ¢(n — 1) tel que ugmn) € [an, by).

Par construction la suite (ay), oy est croissante et la suite (by), oy est décroissante.

. . —a . .
De plus nl_l&loo (b, —an) = nl—lgloo —— =0, donc les suites (an),cy €t (bn),en s0nt adjacentes

et convergent vers une méme limite (.

On peut conclure que lim ugy) = L.
n—-+00

Corollaire 2. Soit un segment [a,b] et une suite (z,,) de points de ce segment. Alors il existe
une suite extraite de la suite (x,) qui converge vers un point | € [a,b].

2.8 Suites de Cauchy

Soit (tn),cy une suite réelle.

Définition 21. La suite (uy), oy est dite suite de cauchy si elle vérifie :

Ve > 0,3IN € N, tel que  VYn > N,Vm > N, |u, —u,| <e

Remarque 13. 1] est facile de vérifier que (uy), oy est de cauchy si

Ve > 0,3N €N, tel que Yn > N,Vp >0, |uptp—us| <e¢

Théoréme 19. Une suite réelle est convergente dans R est une suite de Cauchy dans R.
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Preuve 16. Si (u,,) est une suite réelle convergente vers | dans R, alors

lim u, =101« Ve >0,dN > 0,Vn > N,
n—-+00

€
n— < =
i — 1] < =
Donc
e €
Ve > 0,3IN > 0,Yn > N,Vm > N : |uy — ty] < |up — 1) + |t — <gtg=¢
La réciproque du théoreme précédent est vraze.

Théoréme 20. Toute suite de cauchy dans R est convergente dans R.

1
Exemple 18. La suite (u,,) définie par : u, = Z 7= est de cauchy et donc elle est convergente
k=2

2.9 Relations de comparaison

Définition 22. Soient deuz suites (u,) et (v,). On dit que

— La suite (uy,) est négligeable devant la suite (v,) et l'on note u, = o (v,) lorsque

Ve >0, INeN tel queVn>= N, |u,| <€,

si la suite (v,) ne s’annule pas, c’est équivalent o dire que

Up

— T 7n—+o0 0
Un

— La suite (u,) est dominée par la suite (v,) et l'on note u, = O (v,) lorsque

dM >0, 3N €N tel que Vn = N, |u,| < M |v,|

si la suite (v,) ne s’annule pas, c’est équivalent o dire que la suite (u,/v,) est bornée.

Définition 23. On dit que deuz suites (u,) et (v,) sont équivalentes lorsque

Up — Uy = 0 (Vy)

Lorsque la suite (vy,) ne s’annule pas, cela revient o dire que

Unp

— — 7n—+oo L.
Un

Théoréme 21. Soient quatre suites (uy) , (an) et (vy), (bn) vérifiant u, ~ a,, et v, ~ by, alors :
1

. UpUy ~ Apbn

2, Un ., Gn

. o (50 vy, et b, ne s’annulent pas)
5,

28

Va € R,ul ~ al (pour des suites a termes positifs).
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Théoréme 22. 1. Siu, ~ v, et lim v, =1 €R, alors lim wu, =1
n—-+oo n—-+oo
2. Si lim w, =1 etl+#0, alors u, ~ L.
n—-+oo

Théoréme 23. (Comparaison logarithmique). Si (uy,) et (v,) sont deuzx suites a termes stric-

.. o q E ) . Un+1 Un+41 _
tement positifs et si, a partir d’un certain rang, el alors u, = O (v,).

Preuve 17. Démonstration. Soit un rang ng € R, supposons que ¥n = ng, == < £ alors la
n

n

n

suite (Z—) est décroissante, donc majorée par Z—g et minorée par 0 . cette suite est alors bornée
n

d’ot u, = O (v,). En particulier, si (u,) est a termes strictement positifs et s’il existe k € RY
tel qu’a partir d’un certain rang, =+ < k, alors u, = O (k™).
Si0<k<1,limk™ =0, donc (u,) converge vers 0.

+o0

Comparons les suites (n®), (In(n))?, (a”), (n!), (n").
On a le théoréme suivant :

Théoréme 24. (Comparaison des suites usuelles). Si a« > 0,8 > 0,a > 1 alors
(Inn)’ =o(n*) n*=o0(a") a"=o(n!) n!=o(n")

et dans le sens inverse :

Théoréme 25. (Equivalents usuels). Soit u,, une suite telle que lim w, = 0, alors
n——+o0o

sin u,, ~ Uy,
tan u,, ~ U,

In (14 up) ~ up,
2

(1 —cosuy) ~

(exp (un) — 1) ~ uy, 6. ((1 4 uy)® — 1) ~ au, (a € R¥)

Sr s Lo~

2.10 Etude des suites récurrentes

2.10.1 Suites récurrentes d’ordre 1

Soit une fonction continue f : R — R. On peut définir une suite (u,) par la donnée de son
premier terme ug et d’'une relation de récurrence de la forme Vn € N, w, 1 = f (uy).
Cette suite est appelé suite récurrente d’ordre 1 .
Notons qu’une suite récurrente donnée n’est pas forcément convergente. Lorsqu’elle admet une
limite, 'ensemble des valeurs possibles est restreint par le résultat essentiel suivant.
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Proposition 7. Si f est une fonction continue et la suite récurrente (u,) converge versl, alors
[ est une solution de l’équation :

=t

St on arrive a montrer que la limite existe, cette proposition affirme qu’elle est a chercher
parmi les solutions de l’équation f(l) = 1.

Définition 24. Soit J C R un intervalle de R. On dit que J est stable par f si et seulement
st f(J) C J.

Théoréme 26. 57 J est un intervalle stable, et ug € J, alors Vn € N, u,, € J.
Nous avons deux cas particuliers :

1. f est croissante sur un intervalle stable J et ug € J ;

2. f est décroissante sur un intervalle stable J avec ug € J.

2.10.1.1 La fonction f est croissante sur un intervalle stable

Théoréme 27. Lorsque f est croissante sur un intervalle stable J et ug € J, alors (u,) est
monotone :

1. Siug < f(ug), alors (u,) est croissante

2. Si f (uo) < uo, alors (uy,) est décroissante

Preuve 18. La preuve est facile par récurrence. En effet, si u; = ug, alors comme f est
croissante on a us = f (u1) = f (ug) = uy. Partant de uy > uy on en déduit uz = us, . . ..

Pour la convergence, on a le résultat suivant :

Proposition 8. Si f : [a,b] — [a,b] une fonction continue et croissante, alors quelque soit
ug € [a,b], la suite récurrente (u,) est monotone et converge vers | € [a,b] vérifiant f(I) =I.

Notons que f est définie de l'intervalle [a,b] dans lui-méme. Dans la pratique, pour appliquer
cette proposition, il faut commencer par choisir [a,b] et vérifier que f([a,b]) C |a,b].

Exemple 19. Soit u, la suite définie par :
up=1et¥n € Nyu,11 = f(uy,)

avec f(z) =+/14+x Ve [-1,3].

Etudier la suite (un),,cy-

2.10.1.2 La fonction [ est décroissante sur un intervalle stable

Ce cas est plus compliqué, mais si I’on remarque que les deux suites extraites :

(V) = (U2n),  (wn) = (U2nt1)

30 Cycle Préparatoire



Analyse 1 Prof.Said TAARABTI

vérifiant la relation de récurrence :

vo =ug, Vn €N, v, = fof (v,)
wo =uy, Vn €N, w, = fof (w,)

et que la fonction g = fof est croissante, on se rameéne alors au cas précédent. Les suites (v,,)
et (w,) sont monotones de sens contraire.

Pour la convergence, on a le résultat suivant :

Proposition 9. Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue et décroissante. Soit uy € [a,b] et
la suite récurrente (u,) définie par uni1 = f (up).
Alors :

1. La sous-suite (ug,) converge vers une limite | vérifiant f o f(I) = 1.

2. La sous-suite (ugny1) converge vers une limite I vérifiant fo f(I') =1’
Il se peut (ou pas!) que [ =1['.

!/

Si ces deux suites (u2n) ) et (ug,.1) convergent vers la méme limite [ = I’, alors la suite

(u,) converge vers cette méme limite /. sinon, la suite (u,) diverge.

2.11 Suites récurrentes d’ordre 2
Une suite récurrente d’ordre 2 est de la forme :
(&) VneN, upio=au,1+ Pu,
ol « et (§ sont deux réels fixés. L’exemple le plus simple est la suite de Fibonacci :
Up4+2 = Upt1 + Up.

Nous notons F l’ensemble des suites de réels qui vérifient (£). Dire que (&) est linéaire revient
a dire que E est un espace vectoriel.

Proposition 10. L’ensemble E des suites de réels vérifiant () est un espace vectoriel de
dimension 2 .

Pour trouver une expression explicite aux solutions de (£), nous allons trouver une base de
E. Nous commens par écarter le cas ot a = f = 0 : dans ce cas, les suites solutions de (&) sont
nulles a partir du rang 2. Nous supposons désormais que « et 3 ne sont pas tous les deux nuls.
Cherchons quelles suites géométriques vérifient (£). Supposons que (r") vérifie (£). Alors,

VneN, "2 ="t 4 grn

C’est vrai si r est nul, ou bien s’il est solution de I’équation du second degré suivante, qu’on
appelle I’équation caractéristique associée.

r? =ar+f.
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Théoréme 28. Si [’équation caractéristique associée possede :

1. deuz racines réelles distinctes 1 et o, alors ((r}),(rh)) est une base de E :
E = {(\ +wd) , (A ) € R}
2. une racine double r, alors ((r"), (nr™)) est une base de E :

E={(\r" 4 pnr™), (A, p) € R?}

3. deux racines complexes conjuguées pe'’ et pe=?

base de E :

, alors ((p" cos(nh)) , (p" sin(nh))) est une

E = {(Ap" cos(nfd) + pp"sin(nh)) , (A, n) € R*}

Pour la démonstration : Puisque I'espace vectoriel F est de dimension 2, il suffit dans chacun
des trois cas de montrer que les deux suites proposées vérifient (€) et forment une famille libre.

Exemple 20. Considérons l’équation définissant les nombres de Fibonacci :
(E) YneN, upio=uyi1+ Uy

L’équation caractéristique associée est r* =1+ 1.
FElle a deux racines réelles distinctes, ¢ et —1/¢, ot ¢ est le nombre d’or :

_14+V5 1 1-v5

2 C T 2

¢

L’ensemble des suites réelles vérifiant (€) est donc

(7)o (7)) o)

Les nombres de Fibonacci sont définis par (£), avec ug = 1 et uy = 1. Pour calculer les
coordonnées \ et u de cette suite, il faut résoudre le systéme
{A+u:1
N — /¢ =1

On en déduit ’expression suivante du n -ieme nombre de Fibonacci :

y = m (a4 VB — (1 - vE).
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CHAPITRE 3

FONCTIONS D’'UNE VARIABLE REELLE

3.1 Définitions

3.1.1 Notion de fonction

Définition 25. On appelle fonction réelle d’une variable réelle, toute application f définie sur
une partie D de R a valeur dans R.
L’ensemble D est appelé domaine de définition de f et est noté Dy.
On a alors
Dy ={z eR/f(x) existe}

3.1.2 Opérations sur les fonctions

On suppose que les fonctions qui interviennent ici sont définies sur un intervalle I de R.
L’ensemble des fonctions de I dans R se note F(I,R)

Définition 26. Dans F(I,R) on définit les lois suivantes :
1. Addition : si (f,g) € F(I,R)?, on définit l'application (f + g) € F(I,R) par :

Veel, (f+g)(x)=f(z)+g(z)
2. Multiplication par un réel : si f € F(I,R) et A € R, on définit 'application (A\f) par :
Veel, (Af)(x)=Ax f(x)

3. Multiplication de deuz fonctions : si(f,g) € F(I,R)? on définit lapplication (fg) €
F(I,R) par :
vrel, (fo)) = f(z) x g(x)

4. Valeur absolue d’une fonction : si f € F(I,R), on définit l’application (|f]) € F(I,R)

par :

veel, [fl(z)=[f(z)]
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5. Minimum, mazimum de deuz fonctions : si (f,g) € F(I,R)?, on définit les deuz appli-
cations (sup(f,g),inf(f, g)) € F(I,R)?* par :

Ve el, sup(f,g)(z) =max{f(z),g(z)}
veel, inf(f,g)(x)=min{f(z) g(z)}

Remarque 14.

V(f,9) € F(I,R)? sup(f,g)(z) = max{f(x),g(x)} = ) +9(x) +\f( )—g(x)|
V(f,g) € F(I,R)% inf(f, g)(z) = min{f(z), g(z)} = L&) If( )—9(z)|

3.1.3 Fonctions majorées, minorées, bornées

Définition 27. Soit f : U — R, et g: U — R deux fonctions. Alors :
of > g 5iVs €U, f(z) > g(x);

of >0siVeeU, f(z) >0

of >0siVeeU, f(x) >0

of est dite constante sur U si 3a € R,Vx € U, f(x) =
of est dite nulle sur U siVz € U, f(z) =

Définition 28. Si f : U — R est une fonction. On dit que :

of est majorée sur U si AM € R, Vz € U, f(x) < M ;

of est minorée sur U si Im € R,Vx € U, f(x) > M ;

o f est bornée sur U si [ est a la fois majorée et minorée sur U, c¢’est a dire si AM € Rt Vx €

U, |f(z)] < M.

Exemple 21. La fonction cos est bornée car
VreR,—1 < cos(z) <1

Caractérisations des bornes inf et sup d’une fonction :

1. Si f est majorée sur A alors

M = sup(f(z)) = sup(f(A)) &

z€A

ILVz e A, f(x) <M
2¥e >0,3a. e AM—e< f(a.) <M

2. Si f est minorée sur A alors

: : Ve e A f(x) > M
M= ;Iel%f(sc)) = inf(f(4)) < { 2.Ve > 0, Elb(E é Am< f(b.) <m+e.

Définition 29. 1. Soit un réel a € R. On appelle voisinage du point a, une partie V C R
telle que da > 0, Ja—a,a+a[C V. On note V, l'ensemble des voisinages du point a ;

2. Une partie V. C R est un voisinage de +o0o si et seulemnt si il existe A > 0 tel que
JA,+oolC V;

3. Une partie V. .C R est un voisinage de —oo si et seulement si il existe B < 0 tel que

] —o0,B[C V.
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Analyse 1 Prof.Said TAARABTI

Définition 30. Soit A C R une partie de R et x € R. On dit que le point x est adhérent a la
partie A si et seulement si

Ve >0, dae€ A tel que |r —a| <e.

On note A l’ensemble des points adhérents & A.

Remarque 15. Lorsque A est un intervalle, les points adhérents a A sont les éléments de A
et les extrématés de ['intervalle.

Définition 31. On dit que M € R est un mazimum de f si et seulement si il existe a € 1
tel que f(a) = M et si pour tout © de I, f(x) < f(a) (On dit aussi que f présente en a
un mazimum). On définit de méme un minimum et on parlera d’extremum lorsqu’on aura un
maximum ou un minimum. On notera

M = max,¢; f(x)

m = min,e; f()

Exemple 22. On prend la fonction cossur I = R. On acos(z) < 1 Vz et cos(0) = 1, donc 1
est un mazimum de cos.

Définition 32. On dit que M = f(a) est un extremum local de f si et seulement si il existe
un voisinage V' de a tel que la restriction de [ a ce voisinage présente en a un extremum.

Définition 33. On dit que f est croissante sur I si et seulement si
V(z,y) € I*, 2 <y= f(z) < f(y)
On dit que f est décroissante sur I si et seulement si
Viz,y) € I, z<y= flz) > f(y).

On dit que f est monotone si et seulement si elle est croissante ou décroissante.
On dit que f est strictement croissante sur I si et seulement si

V(z,y) € I?, z<y= f(z)< f(y).

On dit que f est strictement décroissante sur I si et seulement si

V(z,y) € I?, z<y= f(x)> f(y)

Exemple 23. La fonction racine carrée
{[0, +o00[— Rz — x

est strictement croissante.
- Les fonctions exponentielle exp : R — R et logarithme In :]0, +oo[— R sont strictement
croissantes.
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: R—R . . Y
-La fonction valeur absolue { - 2| n’est mi croissante, ni décroissante. Par contre, la
. [0, +00[— R . .
fonction est strictement croissante.
z— |z

Définition 34. Soit un intervalle I symetrique par rapport a 0. On dit que f est paire si et
seulement st

Ve €I, f(—x) = f(x)

et que f est impaire si et seulement si

Ve € I, f(~z) = —f(a)

Exemple 24. la fonction f(x) = 2% est paire. Graphiquement :
—f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l’axe des ordonnées.
—f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l’origine.

Définition 35. Une fonction f définie sur R est périodique si et seulement si

AT >0, Veel, flz+T)=f(x)

Exemple 25. Les fonctions sin et cos sont périodiques de période 27 carVa € R, sin(z +27) =
sin(z) et cos(z + 2m) = cos(x)

3.2 Etude local d’une fonction

3.2.1 Limite et continuité en un point a

Définition 36. Soit une fonction f € F(I,R), un point a € I (éventuellement infini), et
[ € R. On dit que f(x) —>,—q | si et seulement si :

VW e V,3V eV, tel que f(INV)C W
Lorsque a € R est fini, et la limite [ € R est finie, cette définition se traduit par :
Ve>0, dn.>0telqueVerel, |rx—a|l<n=|f(x)—1<e
Lorsqu’un tel | existe, on dit que | est la limite de f en a et ’'on note alors :

[ = lim f(z)

Tr—a
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Remarque 16. — L’inégalité |x — x| < n. équivaut a x €|Jxg — -, xo + n:|. L'inégalité
|f(z) — 4] < e équivaut o f(x) €|l —e, 0+ €.
— On peut remplacer certaines inégalités strictes « < » par des inégalités larges « < » dans
la définition :Ye >0 dn.>0 Veel |v—a9 <n. = |f(x)—¢ <e

— Dans la définition de la limite
Ve>0 3dn.>0 Veel |z—xg<n = |f(x)—{<e

le quantificateur Vo € I n’est 1a que pour étre str que I'on puisse parler de f(z). Il est
souvent omis et l'existence de la limite s’écrit alors juste :

Ve>0 Jn.>0 |z—xol <n. = |f(z)—{] <e.
— N’oubliez pas que 'ordre des quantificateurs est important, on ne peut pas échanger le

Ve avec le dn. : le n. dépend en général du €. Pour marquer cette dépendance on peut
écrire : Ve >0 dn.(e) >0...

Exemple 26. — lim /& = /7o pour tout xo > 0,

T—rT0
— la fonction partie entiere E n’a pas de limite auzx points xo € 7.

N/i73 SR
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Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme |a, zo[U]x, ].
Définition 37. — On dit que f a pour limite 400 en xq si
VA>0 3Jn.>0 Veel |x—x9l<n = f(z)>A

On note alors lim f(z) = +o0.
T—T0

— On dit que [ a pour limite —oo en xq si
VA>0 In.>0 Veel |x—x<n. = flz)<—-A

On note alors lim f(x) = —oc.
T—T0

3.2.2 Limite en ’'infini

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de la forme I =|a, +o0][.
Définition 38. — Soit £ € R. On dit que f a pour limite £ en +00 si
Ve>0 3IB>0 Veel x>B = |f(x)—{ <e¢

On note alors zl—lgfoof(x) =/{ ou l—il-g;lf =/
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— On dit que [ a pour limite 400 en 400 st

VA>0 dB>0 Vexel xz>B = f(z)>A
On note alors lim f(z) = 4o0.

T——+00

On définirait de la méme maniére la limite en —oo pour des fonctions définies sur les
intervalles du type | — 00, al.

Exemple 27. On a les limites classiques suivantes pour tout n > 1 :
. . 400 st n est pair
— lim 2"=+40cc et lim 2" = , p ‘
T—+00 T——00 —00 St est impair

— lim <1>:0 et lim <i):0
z—+oo \ " z——oco \ "

Exemple 28. Soit P(z) = a,2" + a, 12" ' + - + a1z + ag avec a, > 0 et Q(x) = bpx™ +
bp12™ 4+ -+ bz + by avec b, > 0.

+00 stnm>m
. P(x) ,
lim = sin=m
e Qo) | B

0 sim<m

3.2.3 Limite & gauche et a droite

Définition 39. (limite a droite, limite & gauche)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f admet une limite [ :
— a gauche en xy si et seulement si

Ve>0,3n. > 0,20 —n- <x <z9 = |f(2) =] <e.

On note lim f(z) =1 ou lim f(x) = [.

— a droite en xq si et seulement st

Ve>0,3n. > 0,20 <z <x0+n.=|f(x) =] <e.

On note lim f(z) =1 oulim f(z) = [.

Proposition 11. Une fonction f admet une limite | en xq si et seulement si elle admet [
comme limite a gauche et a droite en xq, 1.e.,

Ill)r:rtl flz)=1l< lim f(z)= lim f(z)=1L

:Eﬁil‘o $—>£L’O

Exemple 29. Considérons la fonction partie entiére au point x = 2 :
— comme pour tout x €]2,3[ on a E(x) =2, on a lim B =2,
2
— comme pour tout x € [1,2[ on a E(z) =1, on alimE = 1.

Ces deux limites étant différentes, on en déduit que E n’a pas de limite en 2.
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3.2.4 Propriétés

Proposition 12. Si une fonction admet une limite, alors cette limite est unique.

On ne donne pas la démonstration de cette proposition, qui est trés similaire a celle de
I'unicité de la limite pour les suites (un raisonnement par ’absurde).

Soient deux fonctions f et g. On suppose que xy est un réel, ou que zy = +oo.

Proposition 13. Si lg)nf =(eR et lixrong =/( €R, alors :
— lim(A- f) = A- € pour tout A € R
— li?n(f—l—g) =0+
- 121}(fXg):exe'

1 1
— 514 #0, alors lim — = —
si ¥ # 0, alors éronf 7

1
De plus, silim f = +00 (ou —o0) alors lim — = 0.
xo o

Remarque 17. Il y a des situations ou I’on ne peut rien dire sur les limites. Par exemple si
lim f = 400 et limg = —o0 alors on ne peut a priori rien dire sur la limite de f + g (cela
xo xo

dépend vraiment de f et de g). On raccourci cela en +00 — 0o est une forme indéterminée.

. . L . o 0
Voici une liste de formes indéterminées : +00 — oo ; 0 X 0o ; — ; 0’ 1% ; o0,
00

Proposition 14. — Sif<getsilmf=CeRetlimg=1/{ R, alors{ </'.
xo xo
— 81 f < g et silim f =400, alors lim g = 400.
X0 xo

— (Théoréme des gendarmes
Sif<g<hetsilimf=Ilimh=/¢€cR, alors g a une limite en zy et limg = ¢.
xo xo zo
3.3 Continuité d’une fonction

3.3.1 Continuité en un point

Soit I un intervalle de R et f : I — R une fonction.

Définition 40. — On dit que f est continue en un point xo € I si
Ve>0 dn.>0 Veel |zr—xo<n = |f(z)— f(zo)| <e

c’est-a-dire si f admet une limite en xq, cette limite vaut alors nécessairement f(xg).
— On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.
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Exemple 30. La fonction f définie par \/x est continue en a (a € RY).
Proposition 15. Si f est continue en a, alors f est bornée au voisinage de a.

La réciproque est fausse, comme le montre I’exemple suivant : f définie sur [0, 1] par

f(x):{o siz# 1

1 siz=1

3.3.2 Propriétés

La continuité assure par exemple que si la fonction n’est pas nulle en un point (qui est
une propriété ponctuelle) alors elle n’est pas nulle autour de ce point (propriété locale). Voici
I’énoncé :

Lemme 3. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I et xo un point de I. Si f
est continue en xg et si f(xg) # 0, alors il existe n. > 0 tel que

Y E]LEO — Ne, To + T]E[ f(x) 7é 0

/NS

Preuve 19. Supposons par exemple que f(xzq) > 0, le cas f(xo) < 0 se montrerait de la méme
maniere. Ecrivons ainsi la définition de la continuité de f en xg :

Ve>0 dn.>0 Veel z€lrg—n,zo+n[= flzg) —e< f(z)< flxo) +e.

Il suffit donc de choisir € tel que 0 < ¢ < f(xo). Il existe alors bien un intervalle J =
IN]zg — N, xo + ne| tel que pour tout x dans J, on a f(x) > 0.

La continuité se comporte bien avec les opérations élémentaires. Les propositions suivantes
sont des conséquences immédiates des propositions analogues sur les limites.
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Proposition 16. Soient f,g: I — R deuz fonctions continues en un point xo € I. Alors
— X\ f est continue en xo (pour tout A € R),
— [+ g est continue en xg,
— f X g est continue en x,
— si f(xg) #0, alors % est continue en xg.

La proposition précédente permet de vérifier que d’autres fonctions usuelles sont continues :

Exemple 31. — les fonctions puissance x +— x™ sur R (comme produit x X x X -+ ),
— les polynomes sur R (somme et produit de fonctions puissance et de fonctions constantes),

— les fractions rationnelles x — % sur tout intervalle o le polynome Q(x) ne s’annule
pas.

La composition conserve la continuité (mais il faut faire attention en quels points les hypo-
théses s’appliquent).

Proposition 17. Soient f: I — R et g : J — R deux fonctions telles que f(I) C J. Si f est
continue en un point xo € I et si g est continue en f(xg), alors go f est continue en xq.

3.3.3 Prolongement par continuité

Définition 41. Soit I un intervalle, o un point de I et f: I\ {zo} — R une fonction.
— On dit que f est prolongeable par continuitéé

en xg st f admet une limite finie en xoq. Notons alors ¢ = lim f.
zo

— On définit alors la fonction f: I — R en posant pour tout x € I

@) — {f(x) si @ #

14 st T = Xy.

e

/

Exemple 32. Considérons la fonction f définie sur R* par f(z) = xsin ().
Voyons si f admet un prolongement par continuité en O ?

Comme pour tout © € R* on a |f(z)| < |z|, on en déduit que f tend vers 0 en 0. Elle est
donc prolongeable par continuité en 0 et son prolongement est la fonction f définie sur R tout
entier par :

f( ) xsin(%) six#0
€Tr) =
0 six = 0.
Exemple 33. Certaines fonctions n’admettent pas de limite en a, donc ne peuvent étre pro-
longer en a.

Par exzemple, la fonction f(z) = % définie sur R* n’admet pas de limite en 0 .
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3.3.4 Suites et continuité

Proposition 18. Soit f : I — R une fonction et xoy un point de I. Alors : f est continue en vy <=
pour toute suite(u,)qui converge vers g
la suite(f(uy,)) converge vers f(xo)

Remarque 18. On retiendra surtout 'implication : si f est continue sur I et si (u,) est une
suite convergente de limite ¢, alors (f(u,)) converge vers f({). On lutilisera intensivement
pour l'étude des suites récurrentes u,+1 = f(un) : st f est continue et u, — £, alors f({) = ¢.

3.4 Propriétés globales des fonctions continues

On dit qu'une fonction f est continue sur un intervalle I si et seulement si la fonction f
est continue en chaque point de I, ce qui se traduit avec des quantificateurs de la maniére
suivante :

Va € I,¥e > 0,3a>0,Vr €I, |z —a|<a=|f(x)— fla)] <e.

On note C(I) ou C°(I) 'ensemble des fonctions continues sur 1.
Graphiquement cela signifie que 1’'on peut tracer la courbe représentative de f sur 'intervalle
I sans avoir a lever le crayon.

3.5 Continuité sur un intervalle

3.5.1 Le théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 29. (Théoréeme des valeurs intermédiaires)
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. Pour tout réel y compris entre

f(a) et f(b),
il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =1y.

Une illustration du théoréeme des valeurs intermédiaires , le réel ¢ n’est pas nécessairement
unique. De plus si la fonction n’est pas continue, le théoréme n’est plus vrai .
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I
f(a) —/ i
a p X

Théoréme 30. (Théoréeme de Bolzano)
Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que f(a)f(b) <0, alors il existe au moins

un réel ¢ compris entre a et b tel que f(c) = 0.

f) >0 f-mcmmmmme o

fla) <0}--

Exemple 34. Tout polyndéme de degré impair posséde au moins une racine réelle.

Y
x — P(z)

En effet, un tel polynome s’écrit P(x) = ap,a™ + -+ + a1x + ag avec n un entier impair.
On peut supposer que le coefficient a, est strictement positif. Alors on a lm P = —oo et
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1+imP = +o00. En particulier, il existe deuz réels a et b tels que f(a) < 0 et f(b) > 0 et on

conclut grace au corollaire précédent.

Corollaire 3. Soit f : [ — R une fonction continue sur un intervalle I. Alors f(I) est un
intervalle.

Attention! Il serait faux de croire que 'image par une fonction f de l'intervalle [a, b] soit
I'intervalle [f(a), f(b)] (voir la figure ci-dessous).

Preuve 20. Soient y1,y2 € f(I), y1 < ya. Montrons que si y € [y1,y2], alorsy € f(I). Par
hypothese, il existe x1, x5 € I tels que y; = f(x1), yo = f(x2) et donc y est compris entre f(xq)
et f(xe). D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, comme f est continue, il existe donc
x €1 tel quey = f(x), et ainsiy € f(I).

3.6 Fonctions uniformément continues

Définition 42. Soit I C R, et f : D — R une fonction. On dit que f est uniformément
continue sur D si

’

Ve>0,In. >0 tel que Y,z €l |lt—z|<n.=|f(z)— f(z)| <e.

Remarque 19. — Il est immédiat que 'uniforme continuité de f sur I entraine sa conti-
nuité en tout point de I.
— La réciproque n’est pas toujours vraie, mais nous avons le théoréeme suivant.

Exemple 35. La fonction f : x —> 22 n'est pas uniformément continue sur R.
Théoréme 31. (Heine)

Soit I = [a,b] C R un intervalle fermé borné de R, f : I — R une application continue
sur I. Alors f est uniformément continue sur I.

Exemple 36. 1. La fonction f : x — x* est uniformément continue sur [0, 1].

2. La fonction x — sinx est uniformément continue sur R.
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Définition 43. (Fonction lipschitzienne)
Soit I CR, f: I — R une fonction. On dit que f est
— k—lipschitzienne sur I si

Ve, o € I, |f(x) — f(z)| < klz — 2.

— k— contractante sur I si f est k—lipschitzienne et k € [0, 1].

Le nombre k n’est pas unique car siV(x,y) € 1%, |f(x) — f(y)| < k|x — y|) alors par exemple,
V(x,y) € I% [f(x) — f(y)| < (k+ D[x —y].
Un résultat immédiat est

Théoréme 32. f est lipschitzienne sur I < Sup {‘%

(z,y) € 12,%%34} < +00.

Proposition 19. Soit I C R, f : I — R une fonction k—lipschitzienne sur I. Alors f est
uniformément continue sur 1.

Exemple 37. 1. La fonction x — \/x est lipschitzienne sur [1, 400/
2. La fonction x — +/x n'est pas lipschitzienne sur [0,1].

3.7 Fonctions strictement monotones sur un intervalle

Définition 44. (injectivité, surjectivité, bijectivité)
— Une application f: E — F est injective si tout élément de F a au plus un antécédent
par f , i.e.,
Ve, 20 € E, f(x1) = f(22) = 21 = 9.
— Une application f : E — F est surjective si tout élément de F' a au moins un antécédent
par [ | i.e.,
Vye F,3z € E,y = f(x).

— Une application f : E — F est bijective si elle est a la fois injective et surjective, i.e.,

Yy e F,z € B,y = f(z).

Définition 45. (Fonction réciproque)

Soit une application bijective f . E — F. Il existe alors une unique application notée
f ' F — E telle que f~'o f = IdE et f o f~' = IdF. L’application f~' est appelée
application réciproque de f .

Théoréme 33. (Fonction réciproque et monotonie)
Soit une fonction f: I — R On note J = f(I). On suppose que la fonction [ est :
1. continue sur I
2. strictement monotone sur I.
Alors la fonction f réalise une bijection de l'intervalle I vers l'intervalle J, et sa bijection

réciproque f=':J — I est une fonction continue strictement monotone de méme sens
que f.
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Exemple 38. La fonction x +— e® est une bijection de R sur R, sa fonction réciproque est

f~H(x) = Log(x).
Exercice 3. Soit f la fonction définie de [0,1] dans R, par :

x
241

fz) =

1. Montrer directement que f est strictement monotone.

2. En déduire que f est bijective et déterminer f~1.

Proposition 20. Soient I de R et f: I — R continue, alors :

[ estinjective < f est strictement monotone sur I

3.8 Calcul de limites par comparaisons

Théoréme 34. Soit une fonction f : I — R, un point a € I et un réel I € R. Soit 0 une
fonction définie sur un voisinage V de a. On suppose que :

H1) Yz eV, | f(x)—1|<6(z);

H2) 0(x) — 24 0.

Alors f(z) —z—a !

Théoréme 35. Soient «, f, 5 trois fonctions définies sur un voisinage V- du point a, et | € R.
On suppose que :

Hi) VzxeV, az)< f(zx)<pB(x)

H2) a(x) —psa l,  B(x) —pa L.

Alors la fonction f admet une limite au point a et

f(la) — s U

Exemple 39. Pour tout x € R+*, =1 < 322 1,
-1 1 i
Or, lim (—) = lim <—) =0 donc : lim (smx) =0.
T—r+00 x r—+oo \ T r——400 T

3.9 Comparaison locale de fonctions

Soient deux fonctions f,g : I — R et un point a € I ou borne (éventuellement infinie) de
I g ne s’annule pas au voisinage de a.

Théoréme 36. f = o(g) (la fonction f est négligeable devant la fonction g au voisinage du
point a ) si et seulement si
M ——z—-a 0
9(x)
Proposition 21. 1. f=o0(9), g=o(h)= f=o(h)
2. fi=o(g), fz = ( )= fi+ fa=o0(g)
5. fi=o0(q), 0(g92) = f1.f2 = 0(g192)
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Définition 46. On dit que les fonctions f et g sont équivalentes au voisinage du point a lorsque
f—g=o0(9), cela revient a dire que :

f(x)

g()

r—a 1

Théoréme 37. Soient deuxs fonctions f,g: I — R et un point a € I
i, f ~r—a g et g(x) —z—a I = f(x) —z—a l
2. f(x) —asaletl #0= fry ol

3. fl ~r—a g1 et f2 ~y—sa 92 = flgl ~r—a f292 (et % ~r—a %)

4. Soit a € R (indépendant de x ). Si f ~yq g alors f& ~p_yq g*.

Théoréme 38. Soient o, 5,7 > 0 trois réels.

1. Comparaison In et puissance :

-en +00: (In(x))” =o(z?)
-en0:|In(z)] =0 (L)

2. Comparaison puissance et exponentielle :

- en +oo::v°‘:0(eﬁx)
1

- en —oo:eﬁx:o<—>
xOL

3.10 Fonctions circulaires inverses

3.10.1 Arccosinus

Considérons la fonction cosinus cos : R — [—1, 1], & + cosz. Pour obtenir une bijection &
partir de cette fonction, il faut considérer la restriction de cosinus & Uintervalle [0, 7]. Sur cet
intervalle la fonction cosinus est continue et strictement décroissante, donc la restriction

cos| : [0, 7] = [—1,1]
est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction :

arccos : [—1,1] — [0, 7]
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On a donc, par définition de la bijection réciproque :
cos (arccos(z)) =z Va € [-1,1]

arccos (cos(z)) =z Vz € [0, 7]

Autrement dit :

Si x €0, cos(z) =y <= x = arccosy

Terminons avec la dérivée de arccos :

-1
arccos' () = ——  Vaz €] - 1,1]

V1—a22

3.10.2 Arcsinus

La restriction
sin : [-5,+5] = [-1,1]

est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction :

arcsin : [~1,1] — [-F, +7]

Y
”% arcsinz
N4 sine l .
l l | 1
\ ; } S 3
N1 013 ”\ ‘ |
,,,,,,,,,,,,,,,, B B
sin (arcsin(z)) =z Vz € [-1,1]
arcsin (sin(z)) =z Vo € [-3,+7]
Si xe[-F,+5]: sin(x) =y <= x = arcsiny.
1
arcsin’(z) = —  Vx €] —1,1].
1—2a2

3.10.3 Arctangente
La restriction
tan ;] — 5, +5[— R

29

est une bijection. Sa bijection réciproque est la fonction :

arctan : R =] — 7, +7]
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arctan x

tan (arctan(z)) =z Vr € R
x

arctan (tan(x) =2 Vo€ —I,+3]
Si xe€]-3,+5[ tan(x) =y <= x = arctany.
1
tan'(z) = Va € R.
arctan’(x) a2 x

3.11 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

3.11.1 Cosinus hyperbolique et son inverse
. . e +e”
Pour € R, le cosinus hyperbolique est : chr = ——

La restriction ch : [0, +oo[— [1,400[ est une bijection. Sa bijection réciproque est Argch :
[1, +o0[— [0, -o0l.
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y chx
shx
1 Y Argshz
Argchzx
. 1
0 1 4 )
0 1 x
3.11.2 Sinus hyperbolique et son inverse
er — g%

Pour z € R, le sinus hyperbolique est : shx =

sh : R — R est une fonction continue, dérivable, strictement croissante vérifiant lim shx =
—00 et xl_lgloo shx = +00, c’est donc une bijection. Sa bijection réciproque est Argzzizolﬁ& — R.
Proposition 22. .

1. ch®x — sh?z =1
ch’'y = shx, sh'x = chx
Argsh : R — R est strictement croissante et continue.

1

Argsh est dérivable et Argsh’x = -

Argshx = In (x +Var? + 1)
Démonstration.
1. ch?x — sh?x = H(e”‘ +e )% — (e — e‘z)ﬂ = H(e% +24e72®) — (e** — 2+ 6_2“)] =1.

SARERSNCIE

2. L(chy)=Lete” — =" — shy. Idem pour la dérivée de sha.
3. Car c’est la réciproque de sh.
4

. Comme la fonction x — sh’z ne s’annule pas sur R alors la fonction Argsh est dérivable
sur R. On calcule la dérivée par dérivation de 'égalité sh(Argshz) = x :

1 1 1
ch(Argshz) V/sh2(Argshz) + 1 IRV

5. Notons f(z) =In (z + V2% + 1) alors

Argsh'x =

! _ 1 + \/9:926+1 _ 1
fix) = =
r+vV2+1  Va?+1
Comme de plus f(0) = In(1) = 0 et Argsh0 = 0 (car sh0 = 0), on en déduit que pour
tout x € R, f(x) = Argshz.

= Argsh'x

O
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3.11.3 Tangente hyperbolique et son inverse

shx
Par définition la tangente hyperbolique est : tanhx = —.

chx
La fonction tanh : R —] — 1, 1] est une bijection, on note Argth :] — 1,1[— R sa bijection
réciproque.

3.11.4 Trigonométrie hyperbolique

ch*z — sh’z =1
ch(a + b) = cha - chb + sha - shb
ch(2a) = ch®a + sh*a = 2ch*a — 1 =1+ 2sh’a

sh(a 4+ b) = sha - chb + shb - cha
sh(2a) = 2 sha - cha

tanha + tanhb
tanh b) =
anh(a +b) 1+ tanha - tanhb

ch'x = shx

sh'z = chx

tanh'x = 1 — tanh*z = ——
ch?z

(x> 1)

Argch'x =

x4 —

—_ || =
—

Argsh'x =
241

Argth'z = (lz| < 1)

1
1 — 22
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Argchz =In (z + Va2 —1) (z>1)
Argshz =In (z 4+ V22 +1) (z€R)

1 1
Argthx:§ln( +$) (-l<z<]1)

1—=x
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CHAPITRE 4

DERIVATION

4.1 Fonction dérivée

Dans la suite, I désigne un intervalle de R.

Définition 47. Soit une fonction f € F(I,R), et un point xy € I.
On définit le taux d’accroissement de la fonction f au point xq :
A —
y R
r — X9

1. On dit que la fonction f est dérivable a droite (respectivement & gauche) au point xg
lorsque le taux d’accroissement Ay, (x) admet une limite finie lorsque x — xo a droite
(respectivement a gauche).

2. Lorsque la fonction f admet une dérivée a droite (respectivement 4 gauche), on note
fi(zo) (respectivement f; (wo) la limite du taux d’accroissement.

3. On dit que la fonction f est dérivable au point xq lorsque le taux d’accroissement Ay, ()
admet une limite finie lorsque x — xo. On note f' (xq) cette limite.

Théoréme 39. La fonction f est dérivable au point xo si et seulement si il existe une fonction
le : I — R telle que € =, 0 et un réel c € R tels que Vx € I,

f(x) = f(z0) + (v —20) + (x — 20) £(7)

On a alors ¢ = f' (zo)

Corollaire 4. Soit f : I — R. Alors ( f dérivable au point zo) = (f continue au point xy).

Démonstration. Supposons f dérivable en x

f(x) = f (o) + (x — o) c+ (x — wo) £(x)

TV TV
—0 —0

alors f(x) — f (zo) lorsque x — x.
Ainsi f est continue en xg.
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Définition 48. On dit qu’une fonction est dérivable sur un intervalle I si et seulemnt si elle
est dérivable en tout point xo € I. On définit alors la fonction dérivée :

, JI— R

4.2 Calcul de dérivées

Théoréme 40. Si u et v sont deux fonctions dérivables en un point xo € I, on a les propriétés
sutvantes :

1. la fonction (u+ v) est dérivable au point o et
(u+v)" (z0) = ' (z0) + 1 (20)
2. pour tout réel A € R, la fonction (Au) est dérivable au point xq et
(Au) (x0) = M (o)
3. la fonction (uv) est dérivable au point xq et
(uv)’ (w0) = v’ (20) v (x0) + u (20) v’ (o)

4. siv(xg) # 0, il existe un voisinage de xo sur lequel la fonction v ne s’annule pas et
alors la fonction (1/v) est dérivable au point xy avec

(172 (o) = — 5

5. siv(xg) # 0, la fonction (u/v) est dérivable au point xo avec

/ _ U (x0) v (o) — u (T0) V' ()
(w/v) (20) = o (2]

6. pour un entier n € Z la fonction (u") est dérivable au point xq et

(") (20) = nu" " (zo) ' (0)

Théoréme 41. Soient deuz fonctions f: I — R,g:J — R telles que f(I) C J. On suppose
que :
(H1) la fonction f est dérivable au point xg ;
(H2) la fonction g est dérivable au point f (xq). Alors la fonction gof est dérivable au point
Ty avec
(g90f) (zo) = [g' (f (w0))] f' (w0)
On en déduit que si :
(H1) la fonction f est dérivable sur lintervalle I ;
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(H2) la fonction g est dérivable sur lintervalle J ; alors la fonction gof est dérivable sur
[intervalle I avec

(gof) = lg'of] f'

Théoréme 42. Soit f : [ — R et un point xo € I. On suppose que :
(H1) f est strictement monotone sur lintervalle I ;
(H2) f est dérivable au point xy ;

(H3) f' () # 0.
On sait déja que f réalise une bijection de l'intervalle I vers lintervalle J = f(I) et alors la
fonction f~! est dérivable au point yo = f (xg) avec

1
f" (o)

(f_l)/ (o) =

On en déduit que si :

(H1) f : I — R est strictement monotone sur l'intervalle I ;
(H2) f est dérivable sur lintervalle I ;

(H3) Yz € I, f'(x) # 0

alors la fonction f~1 est dérivable sur l'intervalle f(I) avec

(Y =

= For

Donnons a titre d’exemple les dérivées des fonctions hyperboliques et trigonométriques
inverses.
Pour la dérivée de la fonction arccos :

—1
V1—a?

Démonstration. On démarre de I’égalité cos(arccos z) = x que l'on dérive :

arccos' (r) = Vee| —1,[1

cos(arccos) = x

= — arccos’(r) X sin(arccosx) = 1

, -1
= arccos' (1) = ————
sin(arccos )
-1
= arccos' () = (%)
/1 — cos?(arccos z)

-1
V1—2a?

Le point crucial () se justifie ainsi : on démarre de I’égalité cos? y +sin? y = 1, en substituant
y = arccosz on obtient cos?(arccosz) + sin?(arccosz) = 1 donc 22 + sin*(arccosz) = 1. On
en déduit : sin(arccosz) = ++/1 — 22 (avec le signe + car arccos x € [0, 7], et donc on a
sin(arccosx) > 0).

= arccos' (x) =

On a également :

arcsin’(z) = 11_$2 Vo el —1,[1
arctan’(x) = 1+1x2 Ve e R
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Proposition 23. Les fonctions argsinh, argcosh et argth sont dérivables sur leur domaine de
définition.

1. Vo eR  argsinh'(z) = ==

2. Va €]1,+00 [, argcosh’(z) = ——

Vaz2-1’

3. Ve el —1,1], argth'(z) =2

1—x2

Pour la démonstration : On peut dériver directement ’expression en logarithme ou bien
appliquer la formule donnant la dérivée d’une fonction réciproque.

1 1 1
. h/ — — —
arg sinh(z) sinh’(argsinh(z))  cosh(argsinh(x)) /22 + 1
Vo) 1 1 1
arg cosh’(z) = = =
& cosh’(argcosh(z))  sinh(argcosh(z)) /22 — 1
1 1 1

argth(v) = th'(argth(z)) 1o th?(argth(z)) T 1— 22

Exercice 4. f est la fonction définie sur [—1;1] par f(x) = /1 —22. La fonction f est-elle
dériwvable en —17 en 07

Solution .Pour 0 < h < 2

J(=1+h) = f(=1) V2h—R® M/i-1 5
T T V!

h

Or

2
lim—-—1=4+oc0cet lim VX =+
h—0 h X —+00

et d’aprés les propriétés sur les limites des fonctions composées :

. 2
pmy/ g~ = Aeo

fim LELHR) =D
h—0 h

Cecl nous donne

donc la fonction f n’est pas dérivable en —1.
Pour —1 < h<1avech#0

f)—fO0) vi-m-1 (VI-W-1)VI-+1) h
hoo h B h(VI—h2+1) VIR +1

limv1—h2+1=2
h—0
donc
o f) - fO)  VITR o1
im = =
h—0 h h
La fonction f est alors dérivable en 0 et f'(0) = 0.

0
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4.3 Dérivées successives

On définit lorsqu’elles existent les fonctions f " par (f’) et par récurrence :

o=
Vi e N, 0+ = (ﬂk))’ _ (f/)<k>

On notera Dy (1) 'ensemble des fonctions k fois dérivables sur l'intervalle 1.

Définition 49. On dit qu’une fonction f : I — R est de classe C* sur Uintervalle I si et
seulement si elle est k -fois dérivable sur lintervalle I et si la fonction f*) est continue sur
[intervalle I.

On note C¥(I) ensemble des fonctions de classe C* sur lintervalle I. On note C*(I) I’ensemble
des fonctions indéfiniment dérivables sur l'intervalle I.

Théoréme 43. C"(I) est un stable par somme. Soient (f,g) € C"(I) et (\,u) € R?, alors
(Af + ng) € C(I).

Théoréme 44. Soient deux fonctions f,g de classe C" sur Uintervalle I. Alors la fonction
(fg) est aussi de classe C™ sur l'intervalle I et on la formule de leibniz qui exprime la dérivée
n°"¢ du produit :

(fo)™ =D Crfrg®
k=0

Théoréme 45. La composée de fonctions C™ est C". Sif € C*"(I,J) et g € C"(J,R), alors
gof € C*(I,R).
Il n’y a pas de formule simple qui donne (gof)™.

Définition 50. Soit un intervalle I, et une application ¢ : I — R. Soit un entier k > 1. On
dit que Uapplication ¢ est un C* -difféomorphisme de lintervalle I vers lintervalle f(I) si et
seulement si :

1. ¢ est de classe C* sur lintervalle I ;

2. ¢ réalise une bijection de lintervalle I vers lintervalle J = f(I) ;

3. La bijection réciproque ¢~ : J > I est de classe C* sur Uintervalle J.

Théoréme 46. (Théoréeme de Rolle)
Soit f : [a,b] — R telle que
— [ est continue sur [a,b],
— [ est dérivable sur ]a,b],
— fla) = f(b).
Alors il eziste ¢ €]a, b| tel que f'(c) = 0.
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Interprétation géométrique : il existe au moins un point du graphe de f ou la tangente est
horizontale.

Théoréme 47. (Théoréme des accroissements finis)
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Il existe ¢ €]a,b]

tel que f(b) — f(a) = f'(c) (b—a).

A

a C b

Interprétation géométrique : il existe au moins un point du graphe de f ou la tangente est

paralléle & la droite (AB) o A = (a, f(a)) et B = (b, f(b)).

Lemme 4. (Théoréme des accroissements finis généralisé)
Soient f et g : [a,b] — R deux fonctions continues sur |a,b], dérivables sur ]a,b]. On
suppose que g (x) # 0 pour tout x €]a, b, alors :

dc €la,b[  tel que ) =

1. Vx €la,b] f'(x) >0 <= f est croissante;

2. Vx €la,b] f'(x) <0 <= [ est décroissante;

3. Vx €la,b[ f(x)=0 <= [ est constante;

4. Yz €la,b] f'(x) >0 = [ est strictement croissante;
5. Vx €la,b] f'(x) <0 = [ est strictement décroissante.

Remarque 20. La réciproque au point (4) (et aussi au (5)) est fausse. Par exemple la fonction
x> 23 est strictement croissante et pourtant sa dérivée s’annule en 0.

Théoréme 48. (Reégle de I’Hospital)
Sotent f,g: I — R deux fonctions dérivables et soit xo € I. On suppose que
— f(@o) = g(z0) =0,
— Ve e I\{zo} 4'(x)#0.
/

Si lim f/(m) =(¢ (eR) alors lim ——= =/.
I @ 2 )
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Remarque 21. .
— La régle de I’Hospital permet de lever (parfois) des formes indéterminées du type % ou 2
d/cms le cas ou f et g tendent toutes les deux vers 0 en xqy, ou vers 00, et si le rapport
%
— La réciproque du theoréme précédent est fausse.
— Dans le cas ot [ et g vérifient les mémes conditions que f et g ci-dessus, on recom-
mence a nouveau le procédé.

admet une limite finie ou égale a oo en xg.

Exemple 40. .

Théoréme 49. Soient une fonction f : [a,b] — R vérifiant :
(H1) la fonction f est continue sur le segment [a,b] ;

(H2) la fonction f est dérivable sur l'intervalle |a, b] ;

et f'(x) —4ql oul € R.

Alors la fonction [ est dérivable au point a et f'(a) = L.

4.4 Fonctions convexes

Définition 51. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I C R. On dit que f est
convexe lorsque

V(z,y) € PYA (0,1, fAz+ (1= Ny) < Af(2) + (1= N)f(y)
Remarque 22. 1. On dit qu’une fonction f définie sur un intervalle I est concave lorsque :
Y(,y) € VA€ 0,1, fOha+ (1= Ny) = Mf(2) + (1= f(y)
2. Les fonction qui sont a la fois convexes et concaves sont les fonctions affines.

Définition 52. On dit qu’une fonction f : I — R est strictement convexe lorsque ¥(x,y) €
IPx#y
VA0, 1], fQz+ (1 =Ny <Af(z)+ (1 =A)f(y)

Proposition 24. Soit une fonction f convexe sur l'intervalle I. Alors :

Vn>2, V(xy,...,z,) €I", V(A,...,\) €[0,1]" telgue > A\ =1

Lemme 5. Soit f: I — R une fonction convexe :

)~ 1) _ f() = 1) _ ()~ 1)

AN ~X
y— Z—x z—

V(z,y,2) €?, z<y<z,
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Théoréme 50. 1. Si f : I — R est dérivable,
(f conveze ) < (f" croissante )
2. 5i f: I+~ R est deuz fois dérivable,

(f conveze ) < (f” > Osurl)

Théoréme 51. Le graphe d’une fonction convexe est situé au dessus de toutes ses tangentes :
Soit une fontion f : I — R convexe et dérivable.

Veg €I, Vxel, f(z) 2 f(zo)+ f (x0) (z — o)
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