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Serie 3 (Espaces Vectoriels de Dimension Finie)

1. Dans R3, on considere 7 = —1,1) et 7 (0,1,a) ou a € R.

Donner une condition necessaire et sufﬁsante sur a pour que U = (1,1,2) appartient a Uect(7, ?)

Comparer alors vect(7’, ), vect(Z, ) et vect(y, ).

Solution : On a

A=1 A=1
U cvect(T,Y) e INpeER telsque @=A+pufe{ —A+p=1 &4 p=2
Atap =2 a:%

Ainsi 4 € Vect(Z,y) & a = % et alors @ = \o + py = © + 2.

Soit Wy € Vect(Z,d) = I\, 1 € R telsque Wy = MZ+ d = (A + )@+ 2y = W €
Vect(Z, 1), donc Vect(Z, ) C Vect(Z,y).

Soit Wy € Vect(Z, ) = g, iz € R tels que W = Mo + p1of = No(U — 20) + prof = Xl + (12 —
2X\0)y = Wy € Vect(u,y), donc Vect(Z,y) C Vect(u,y).

Soit Wy € Vect(i, i) = I3, s € R tels que iy = A3l + pugyf = Al + E2 (0 — &) = —E27+ (A3 —
B = s € Vect(, i), donc Vect(i, ) C Vect(Z,u).

Finalement les trois espaces sont égaux.

2. Les familles suivantes de vecteurs de R3 sont-elles libres ?
(a) (71, 73) avec 77 = (1,0,1) et 75 = (1,2,2).

(b) (71,73, 73) avec 77 = (1,0,0) , 75 = (1,1,0) et z§ = (1,1,1).

(¢) (z1,75,7%) avec T} = (1,2,1) , fg (2,1,—1) et 7§ = (1,—1,—2)

(d) (231,73, 75) avec 73 = (1,—1,1) , 75 = (2, —1,3) et 75 = (—1,1,—1).
Solution :

(a) Ecrivons azi + bz = 0. Si on traduit cette égalité coordonnée par coordonnée, on obtient

le systeme suivant :
a+b=0
2b=0
a+2b=0.
On en déduit, par la deuxieme ligne, b = 0, puis par la premiere ligne a = 0. La famille (:c_>1, a:_g)

est une famille libre.




. — . : N
(b) Ecrivons azj + bz + cz5 = 0. Ceci se traduit en le systéme

a+b+c=0
b+c=0
c=0.

On obtient ¢ = b = ¢ = 0. Donc la famille (x_1>, 75 , 35_>3) est une famille libre.

(¢) Résolvons le systeme linéaire correspondant a ’équation az] + bTh + ¢zt = 0

a+2b+c=0 (Ly) 3a+3b=0 (L;+ Lo)
204+b—c=0 (Ly) & § 3a—3c=0 (Ly+ L3)
a—b—2c=0 (L3) a—b—2c=0. (L3)

Pour ¢ =1, a =1 et b = —1, on obtient une solution non-nulle du systeme. Autrement dit,

— . .,
71 — T4 + 74 = 0 et donc la famille (:r_{, 73, x_g) est liée.

Remarque : 1l est facile de voir que la famille (x_>1, 17_>2, ?2) est liée. En effet, on a 73 = 7y — 7.

(d) La famille (371), 73, 1_’5) n’est pas libre car 73 = — 7.
3. Soit E un K-espace vectoriel et 7, 7, 7 trois vecteurs de F tels que la famille (7, 7, 7) soit
libreon pose @ = Y + 7, U = 2+ 7 et W = @ + . Montrer que la famille (7, o, E?) est libre.

Solution :

Supposons que ail + 7+ v = 0. On a (8 + )T+ (o + )7+ (8 + a)Z = 0.

Or la famille (7, ¥, Z) est libre donc

B+~v=0 B+~v=0 —2a =0
a+’y=0 = V= —Q ~ ﬁ:o
f+a=0 f=—« v =0.

Apres résolution, on obtient o = = = 0.

Finalement, la famille étudiée est libre.

4. Montrer que les vecteurs {(1,1,1),(—1,1,0),(1,0,—1)} forment une base de R3. Calculer les
coordonnées des vecteurs (1,0,0),(1,0,1), (0,0, 1) dans cette base.

Solution : Soient @ = (1,1,1), ¥ = (—1,1,0) et @ = (1,0, —1).

Les vecteurs {u, ¥, W/} forment une famille libre, en effet :

Considérons le systeme linéaire correspond a 1’équation au + v+ vyl = 0

a—pF+v=0 a—pF+v=0 3a=10
a+pB=0 S [f=—a S B=0
a—v7=0 Y= v =0.
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Montrons que la famille {u, U, W} est génératrice. Pour n’importe quel vecteur k= (x,y,2) on doit

trouver a,b ¢ € R tel que aii + bi + cif = k < a(1,1,1) +6(—1,1,0) + ¢(1,0, 1) = (x,y, 2)

a—b+c=z (L)

=4 atb=y (Lo)
a—c=z (L3).

De (Lg) onac=a—zetde (L), on obtient b = a — y puis remplacons b et ¢ dans (L;), on obtient
Y Doneb=—Z 4 Z o= T 1Y 2 Ajngi la famille {@, 3, @) est une b
== onch=—=+———etc= =+ = — —. Ainsi la famille {«, ¥, W} est une base.

3 3 3 3 3 3 3 3 3 T

Calculons les coordonnées des vecteurs (1,0,0),(1,0,1),(0,0,1) dans cette base {u, v, @} :

Pour écrire le vecteur (1,0,0) dans cette base, on doit résoudre au + bt + cii = (1,0,0). D’apres la

réponse a la question précédente, nous avons déja trouvé les expréssions de a, b et ¢. Donc a = —,

1 1 —1 1
1 1 1 1
b= —3 et c = 3 Par conséquent |0 | == 1| — 3 1 |+ 3 0 | . Ses coordonnées dans B
0 1 0 -1
sont donc <—, —=, —).
37 33
De méme pour (1,0,1) et (0,0, 1), on obtient :
Vot (Y o 112
0l = 3 11— 3 1 |- 3 0 | . Ses coordonnées dans BB sont donc (5, —3 —5)
1 1 0 —1
oot oY) 2 2 1
0l = 3 11— 3 1 |- 3 0 |. Donc ses coordonnées dans B sont <§7 —3 —§>
1 1 0 -1

5. Les familles suivantes de vecteurs de R? sont-elles bases ? Sinon décrire le sous-espace qu’ils en-

gendrent.
(a) (vi,03,03) avec vl = (1,1,1) et v3 = (3,0,—1) et v = (—1,1,—1).
(b) (v, 703, 3) avec v1 =(1,2,3) et v3 = (3,0, —1) :( 8, 13)

et
(c) (01,73, 73) avec 07 = (1,2, —3) et 3 = (1,0, —1) et ? (1,10, —11).



Solution :

1. Le nombre d’éléments de la famille ( oy, U8, v_;),)) est bien égal a la dimension, il suffit de savoir

si elle une famille libre ou non.

%
Soient «, [ et v tels que AU+ 803 +'yv_3> = 0. On aboutit a la résolution du systeme linéaire :

a+38—-y=0 a—pB+v=0
a+v=0 < 4§ 48=0
a—f—-7=0 7=
N . . s — . .
Apres résolution, on obtient : v = § = a = 0. Donc (v1, v3, v3) est une famille libre donc une
base de R3.
2. Ce n'est pas une base, car v = 4v; — v3. Donc Vect(v7, 03, 03) = Vect(vi, 03)
3. Ce n’est pas une base, car v_> 507 — 473. Donc Vect(v_1>, e 175) = Vect(v_f, v_2>)

6. Déterminer pour quelles valeurs de ¢t € R les vecteurs {(1,0,¢), (1,1,¢),(¢,0,1)} forment une base
de R3.

Solution :

Le nombre d’éléments de la famille {(1,0,t), (1,1,%), (£,0,1)} est bien égal a la dimension, il suffit de

savoir si elle une famille libre.

H
Soient v, 3 et 7 tels que (1,0, ) + 5(1,1,t) +~(¢,0,1) = Ogs. On aboutit & la résolution du systeme

linéaire :
a+pB+ty=0 a+ty=0 a = —ty
B=0 s B=0 B=0
ta+t8+~v=0 ta+v=0 (1—1t*)y=0.

Ainsi {(1,0,¢),(1,1,¢),(¢,0,1)} est une base si et seulement si pour ¢ # (—1 ou 1).

7. Dans R?, on considere les vecteurs e = (1,2,3 4) =(1,1,1,3), € = (2,1,1,1), €; = (—1,0,-1,2),
e = (2,3,0,1). Soit E l'espace vectoriel engendré par e_f, e_2>, es et I’ celui engendré par e_4>, el
Calculer les dimensions de E, F, E(\F,E + F.

Solution :

E est engendré par trois vecteurs et F' est engendré par deux vecteurs. Donc dim(E) < 3 et

dim(F) < 2. Clairement e et e: ne sont pas liés donc dim(F) > 2 c’est a dire dim(F) = 2.

On peut montrer facilement que la famille {ef, €3, €5} est libre, donc dim(E) < 3 i.e. dim(E) = 3.

FNG C F done dim(FNG) <2. Deplus : dim(E+ F) = dim(E) + dim(F) —dim(ENF). Comme
E+F CR* onadim(E+F) <4dolon tire linégalité 1 < dim(ENG). Donc soit dim(ENG) = 1
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soit dim(ENG) = 2.
Supposons que dim(ENG) = 2. Comme ENF C F on aurait dans ce cas EN F = F. En particulier
il existerait a, 8,v € R tels que e; = aeq + fe3 + yes —

a+pf+2y=-1 a=-—1
20+ 8+v=0 =4
a+pf+y ]
a+pB+v=-1 = -2
da+38+v=4 4=

Impossible, donc que dim(FE N F') n’est pas égale a 2. On peut donc conclure : dim(FE N F') = 1 puis
dim(E + F) = 4.

8. Soit F un espace vectoriel de dim finie n > 2. soit H; et Hy deux hyperplans distincts de E.
Calculer dim(H; () Ha).

Solution :

On a H; C Hy + Hy C E et donc n > dim(H; + Hy) > n — 1 ou encore dim (H; + Hy) € {n —1,n}.
m—1)+n—-1)—(n—-1)=n-1
Donc dim(H, () Hz) = dimH, + dimHy — dim(H, + Hy) = { ou
m—1)+n—-1)—n=n-—2.
Maintenant, si dim(Hy + Hs) = n — 1 = dimH,; = dimH,, alors H; = Hy + Hy = H et donc en
particulier, Hy = Hy, or H; et Hy sont deux hyperplans distincts, donc dim(H; + Hy) = n. Par
conséquent dim(H, [ Hz) =n — 2.

Remarque : Si H; = H,, alors dim(H; (| Hs) =n — 1.
9. Montrer que rg(zy, - - -, x,) >rg(xy1, - - -, &) +p — n.
Solution :

Vect(xy,...,x,) = Vect(z,...,x,) + Vect(Tpi1, ooy Tn).

dim(Vect(xy,...,x,)) = dim(Vect(zy, ..., x,)) + dim(Vect(xpiq, ..., Tn))
—dim(Vect(zy, ..., 1) ﬂ Vect(zpi1, ..., Tn))
Donc

dim(Vect(xy,...,x,)) < dim(Vect(xy,...,xp))+dim(Vect(xpiq, ..., x,)) < dim(Vect(xy, ..., xp))+(n—p)

Ainsi rg(xy, ..., xn) < rg(21, .0y 2p) +19(Tpt1s oy ) < 1g(T1, .00, 2p) + 10— P



10. Soit f € L(E, F) injective. Montrer que pour tout famille (27, - -,2,) de vecteurs de E on

Solution :

rg(f(Z1),.... f(Zp)) = dimVect(f(Z1), ..., f(Z,)) = dimf(Vect(Zy, ..., Tp)),

»)) = dimVect(y, ..., 7))

or f est injective donc dimf(Vect(Zy, ..., T
et ainsi rg(f(Z1), ..., f(Z))) = rg(@1, ..., 7).

11. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(E, F'). Montrer que

rg(f+g) <re(f) +ra(g)  puis  [rg(f) —rg(g)| <re(f —g).

Solution :

OnalIm(f+g) C Imf+Imgdoncrg(f+g) < dim(Imf+Img) = dimImf+dimImg—dim(ImfnN
Img) <rg(f)+rg(g)-

rg(f) =rg(f —g+g) <rg(f—g)+rglg) donc rg(f) —rg(g) <rg(f —9g).

Etonarg(g) =rg(g—f+f) <rglg—f)+rg(f) =rg(f—g)+rg(f). Doncrg(g)—rg(f) <rg(f—g).
Alors [rg(f) —rg(g)| < rg(f — 9).

12. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € L(FE, E). Montrer I'equivalence :

Kerf=1Imf <= f>=0 et n=2rg(f).

Solution :
Soit @ € E tel que f(u) € Imf, or f(@) € Kerf, donc f(f(@))) =0= f*(@) =0,Vi € E = f?=0.

On montre que n = 2rg(f), par le théoreme du rang

n=dim(E) =dimKerf + dimImf = dimImf + dimImf = 2dimImf = 2rg(f)

(<) Si f2=0et n=_2rg(f) alors d'une part Imf C kerf et d’autre part, par le théoreme du
rang :
2rg(f) = rg(f) + dimkerf donc dimImf = dimkerf. Par inclusion et égalité des dimensions
Imf = kerf.

13. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(E, F) tels que f + g est bijec-
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tive et go f = 0. Montrer que rg(f) + rg(g) = dimFE.
Solution :

go f=0donne Imf C kerg donc rg(f) < dimkerg = dimE — rg(g).

Par suite 7g(f) +rg(g) < dimFE.

f + g bijectif donne Im(f +g) = E. Or Im(f +g) C Imf + Img d’ou dimE < dim(Imf + Img) <
rg(f) +rg(g).

14. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f,g € L(E, E) tels que E = Imf + Img =

ker f + Kerg. Montrer que Imf et I'mg sont supplementaires dans £ de méme pour Kerf et Kerg.
Solution :

dim(Imf N Img) =rg(f) +rg(g) — dim(Imf + Img) =rg(f) +rg(g) — dimFE. et

dim(ker f N kerg) = dimker f + dimkerg — dim(ker f + kerg) = dimker f + dimkerg — dimFE.
donc en sommant : dim(Imf N g) + dim(kerf Nkerg) = 0 car en vertu du théoreme du rang :
dimFE = rg(f) + dimker f = rg(g) + dimkeryg.

Par suite dim(Imf N g) = dim(kerf Nkerg) =0 et donc Imf N g = kerf Nkerg = {0}.

Les espaces Imf et I'mg sont supplémentaires dans F. De méme pour kerf et kerg.

15. Soit E, F' deux K-espaces vectoriels de dimension finies et f,g € L(E, F').

Montrer que rg(f + g) = rg(f) +rg(g) < ImfNImg= {0} et kerf+kerg=E.
Solution :

(=) Im(f+g) C Imf + Img donc rg(f + g) < rg(f) +rg(g) — dim(Imf N Img) puis
dim(Imf N Img) = 0= Imf N Img = {0}.
On sait que ker fNkerg C ker(f+ g) donc dim(ker f Nkerg) —dim(ker(f+g)) <0, dimE —rg(f)+
dimFE — rg(g) — dim(ker f + kerg) — dimE + rg(f + g) < 0 et alors dimE — dim(kerf + kerg) <
0 = dimE < dim(kerf + kerg) et kerf + kerg C E donc dim(kerf + kerg) < dimE alors
dim(ker f + kerg) = dimFE puis kerf + kerg = E.

<) Smt e [mf—l—]mg On peut écrire & = f(a) + (ﬁ) avec @,b € F puis ¥ = f((;+a7')+g(l)7+b7')
avec a,b € kerf et d',b" € kerg. On a alors & = f(d") + g(b) = (f + ¢g)(d" + V) et ainsi
7 € Im(f + g). Par suite Imf + Img C Im(f + g) et l'autre inclusion étant connue, on a 1’égalité
Imf + Img = Im(f + g). Par le théoreme de quatres dimensions et sachant I'mf N Img = {0}, on

peut conclure a rg(f) +rg(g) =rg(f + g).



