Université Ibn Zohr Agadir Année Universitaire 2020-2021

Ecole nationale des Sciences Appliquées Agadir Module : Analyse 1
Cycle préparatoire 16T¢ Année Prof : S.Taarabti
Correction de Série N© 3 : Fonctions d’une variable réelle (lére partie)

Exercice 1

1. Notons 7" une période de g et £ = lim g(x).
T—r—+00

Soit € R. Pour tout n € N, g(x) = g(x + nT).
Or liril x 4+ nI = +oo donc, par caractérisation séquentielle de la limite,
n—-+00

g(z) = lim g(x+nT) ="

n——+0oo

Ainsi g est constante.

2. Comme f + g est croissante alors, selon le théoréme de la limite monotone, f + g admet
une limite finie ou infinie en +oo.
Si cette limite vaut 4+oco alors cela signifie que g tend vers +oo en co. Ce qui n’est pas
possible car g est périodique.
Ainsi f + g possede une limite finie en +oo.
Notons T une période de g,/ = lim f(z)etl = lim f(x)+ g(x).
r—r400 T—>+00

Soit z € R. Pour tout n € N, g(z) = g(x + nT') = (f + g)(z + nT) — f(x + nT).

Or lim x+nT = +oo donc, par caractérisation séquentielle de la limite, g(z) = lim g(z+
n—+oo n—+oo
nT) ={ —{.

Ainsi g est constante. Le résultat est faux si la limite de f en +o0o vaut +oo. Considérer
f:x—xzetg:xz— cos(z).

Exercice 2
Par une récurrence immeédiate, on montre que

Vn € N,Vz € R, f (2"z) = f(z).
Soit z € R. Ainsi f(z) = f (&).

Or EI}? o = 0 donc, par caractérisation séquentielle de la continuité en 0, on obtient que
n o

f(0) = Er}rq f(z) = f(x). Ainsi f est constante.

Exercice 3

1. Pourtoutxr € Rona: | | )
COST
0 < = B S
Par conséquent, pour tout z € R, f(z) € [-1,1] donc f est minorée (—1 est un minorant),
majorée (1 est un majorant) et sup,cp f(z) < 1.

2. Comme f(0) =1 on a nécessairement sup,g f(z) > 1. Conclusion :

sup f(x) = 1
z€R



Exercice 4
Pour z # 0f est définie, continue et dérivable, on étudie la continuité et la dérivabilité en 0.

Sia 0,
sin(ax) sin(ax)

=a tend vers a quand x — 0.
T azr
Sia=0: )
sin(az) _ 0 0=a
z z—0
e —x—1
z—0

f est continue en 0 si et seulement si

z—0~ a=
lim f(z) = f(0) ‘:’{1—1 o=t

z—0t

Exercice 5

1. La fonction est définie sur R* et elle est continue sur R*.
Il faut déterminer un éventuel prolongement par continuité en x = 0, c’est-a-dire savoir si
f a une limite en 0.
|f(z)] = |sinz||sinl/z| < |sinz|

Donc f a une limite en 0 qui vaut 0.
Ainsi, en posant f(0) = 0, nous obtenons une fonction f : R — R qui est continue.
2. g est définie et continue sur R\{—1,1}

1 2 14z-2 14z -1
) =TT T ot (A-o(+s) (52

Donc g a pour limite —% quand z tend vers 1.

Et donc en posant g(1) = —%, nous définissons une fonction continue sur R\{—1}.
En -1 la fonction g ne peut étre prolongée continument, car en —1, h n’admet pas de limite
finie.
Exercice 6
Comme lim f(x) = —1 alors il existe a € R tel que f(a) < 0.
T—>—00

Comme lirf f(x) =1 alors il existe a € R tel que f(b) > 0 f est continue sur le segment [a, b] et
T—>+00

change de signe.
Ainsi, selon le théoréme des valeurs intermédiaires, f s’annule.




