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Exercice 1

1. Soit A une partie non vide, majorée de R. Soit α sa borne supérieure. Donc, par caractéri-
sation de la borne supérieure on a :
i) ∀x ∈ A x 6 α

ii) ∀ε > 0 ∃x0 ∈ A α− ε < x0 6 α

II est clair que (−A) est une partie non vide et minorée par α′ = −α puisque d’après i) :
∀y ∈ (−A)− y ∈ A donc −y 6 α. c’est a dire −α 6 y.
D’autre part, soit ε > 0. On sait, d’après ii) qu’il existe x0 ∈ A tel que :

α− ε < x0 6 α.

D’où
−α 6 −x0 < −α+ ε.

Par suite
α′ 6 −x0 < α′ + ε.

D’où
∀ε > 0 ∃y0 ∈ (−A) α′ 6 y0 < α′ + ε.

Donc α′ = − sup A est la borne inférieure de (−A).

2. Démonstration analogue.

Exercice 2

1. A et B sont des parties non vides majorées de R, soit α = sup A et β = sup B.
Soit M = sup(α, β).M est alors un majorant à la fois de A et de B, donc de (A ∪ B).
Comme A et B jouent des rôles symétriques, on peut supposer, par exemple queM = β.
Soit ε > 0. CommeM = β = supB, il existe y0 ∈ B tel que β − ε < y0 6 β.
D’où :

∀ε > 0 ∃y0 ∈ (A ∪ B) β − ε < y0 6 β.

Ce qui prouve que sup(A ∪ B) = M = sup(sup A, sup B).

2. Démonstration analogue.

Exercice 3

1. Si a est intérieur à A alors A est voisinage de a et donc B aussi. Par suite
a ∈ B◦.
A ⊂ B ⊂ B. Le dernier ensemble est fermé, donc contient A.

2. On prouve la première égalité, qui revient, après passage au complémentaire, à R\
◦
A= Ac.

(Le raisonnement est le même pour la seconde égalité.) On a

◦
A=

⋃
U ouvert ,U⊂A

U ⇒ X\
◦
A=

⋂
U ouvert ,U⊂A

U c =
⋂

F fermé ,F⊃Ac

F = Ac

1



Exercice 4

1. A ⊂ A ∪B ⇒ Ā ⊂ A ∪B; de même, B̄ ⊂ A ∪B et par conséquent Ā ∪ B̄ ⊂ A ∪B.
Par ailleurs, Ā ∪ B̄ est un fermé contenant A ∪B et donc A ∪B ⊂ Ā ∪ B̄.

2. Comme A ∩B ⊂ A, on a A ∩B ⊂ Ā; de même, A ∩B ⊂ B̄, d’où A ∩B ⊂ Ā ∩ B̄.
Un exemple d’inclusion stricte : dans R muni de la distance usuelle, on prend A =

[0, 1[, B = ]1,2]. On a vu que A = [0, 1]; par le même raisonnement, B = [1, 2]. Alors A ∩B =

∅̄ = ∅ mais Ā ∩ B̄ = {1}.

3. Comme dans c), on a A
◦
∩ B ⊂

◦
A ∩

◦
B. Par ailleurs,

◦
A ∩

◦
B est un ouvert contenu dans A ∩B

et donc
◦
A ∩

◦
B⊂ A

◦
∩ B.

4. L’inclusion se montre comme dans b). Un exemple d’inclusion stricte : on prend A, B comme
dans c). Alors (pourquoi ?) A∪̊B =]0, 2[ et Å ∪ B̊ =]0, 2[\{1}.

Exercice 5

1. SiA est fermée alors Ā = A donc FrA = A\A◦ ⊂ A .
Inversement, si Fr(A) = Ā\A◦ ⊂ A alors puisque A◦ ⊂ A on a Ā ⊂ A.
En effet, pour x ∈ Ā, si x ∈ A◦ alors x ∈ A et sinon x ∈ FrA et donc x ∈ A.
Puisque de plus A ⊂ Ā, on en déduit A = Ā et donc Ā est fermé.

2. A est un ouvert si, et seulement si, CRA est un fermé i.e. si, et seulement si,
Fr (CRA) ⊂ CRA.
Or Fr (CRA) = FrA donc A est un ouvert si, et seulement si,FrA ∩A = ∅
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