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S arties suivantes sont-elles des sous espaces vectoriels de FE.

i)

(a) E= A1 ={(z,y) e R?/z < y}.

(b) E: = {(z,y) € R*/zy = 0}.

() B =R, Ay = {(1,y) € R/ = y}

(d) E=R A4f{(x y) € R?*/z +y =al.

(e) E=TR? As = {(z,y) € R?/y = 2*}.

(f) E=R* As = {(z,y,2,t) e RY )z =y = 22 = 2t}.

(g) E=R3 A7 ={(z,y,2) e R*/22 + 3y — 2 = 0} {(z,y,2) e R®/x —y + 2 = 0}.
(h) £ = ]R3 Ag ={(z,y,2) e R¥/2x + 3y — 2 = 0} U{(2,y,2) € R®/x —y + 2 = 0}.

Solution :

Rappel : On appelle sous-espace vectoriel de E toute partie F' de E telle que :

- F # ®7

- V¥, yeF, ¥4+ y € F (F est stable pour +),

- VZe F, e K, \@ € F (F est stable pour .).

(a) A; n’est pas un sous-espace vectoriel de E car (1,3) € E mais —2(1,3) ¢ E. (il n’est pas
stable par .).

(b) Ay n’est pas un sous-espace vectoriel car (1,0), (0,2) € F mais (1,0)+(0,2) = (1,2) ¢ E (il
n’est pas stable par +).

(c) Az C R?, T = (0,0) = Az car 0 = 0. Soient X = (z,y) et X = (2,5) deux éléments de As.
Alors X + X = (x+12',y+y) est aussi élément de As. En effet,

$+$/:y—|—y/.

De méme, on prouve que pour tout A € R, AX est élément de A;s. Az est donc un sous-espace
vectoriel de E.

(d) Sia # 0, Ay n’est pas un sous-espace Vectonel car (0,0) ¢ Ay, sinon (a =0 ) Ay est un
sous-espace vectoriel, en effet : Ay C R? T = (0 0) € A4 car 0 +0 = 0. Soient X = (z,y) et
X' = (2',y) deux éléments de Ay. Alors X + X = (z+ ',y + 3 ) est aussi élément de A4. En
effet,

(r+a)+y+y)=@+y) +(@ +y)=0+0=0.

De méme, on prouve que pour tout A € R, AX = (Az, \y) est élément de Ay (car A(z+y) = 0).
(e) Les éléments (1,1) et (—1,1) sont éléments de As. Si on effectue leur somme, on trouve (0, 2)
qui n’est pas. élément de As. Donc Az n’est pas un sous-espace vectoriel de E.
(f) Ag C RY, T = (0,0,0,0) € Ag car 0 =0=0=0. Sment X = (z,y,2,t) et X = (z',y,2,1)
deux éléments de Ag donc ¢ = y = 22 = 2t et 2 =y = 22 = 2. Alors X + X =
(x+a,y+y,z+2,t+1) est aussi élément de As. En effet,

T =y+y =22422 =2z+2)=2+2t =2(t+1).
De méme, on prouve que pour tout A € R, AX est élément de Ag, on a :
AT = Ay = 2z = 2t

Donc Ag est donc un sous-espace vectoriel de E.
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(g) Posons F = {(x,y,2) € R®, 20+3y—2 =0} et G = {(z,y,2) € R®, z—y+2z = 0}. On montre
que F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E. Soient X = (z,9,2) et X = (2,7 ,2") deux
éléments de F,ona X + X = (v +2,y+vy,2+2). Alors

2z +2)+3y+y)—(24+2)=Qz+3y—2)+ 22 +3y —2)=0+0=0.

Donc X + X' € F. Soit A € R, on a AX = (\z, Ay, A\2), 2Az + 3\y — Az = A(22 4+ 3y — 2) = 0.
Donc AX € F. Par conséquent [ est un sous-espace vectoriel de [E. De méme, on prouve que G
Iest aussi. D’apres la proposition du cours I'intersection A; = F N G est alors un sous-espace
vectoriel de F.

(h) Prenons (1,0,2) e FC FUG et (1,1,0) € G ¢ FUG. Alors (1,0,2) + (1,1,0) = (2,1,2)
et (1,0,2) + (1,1,0) = (2,1,2) n’est pas élément de F car 4 +3 —2 = 5 # 0, et il n’est pas
non plus élément de G car 2 — 1+ 2 = 3 # 0. Ainsi, As = FU G n’est pas stable par addition
et n'est donc pas un sous-espace vectoriel de £ = R3. Plus généralement, on prouve qu’une
réunion de deux sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel si et seulement si I'un des
deux est inclus dans 'autre.

2. Soient F = {(z,y,2) e R3/r+y+2=0} et G={(a—b,a+b,a—3b)/a,b e R}.
(a) Montrer que F et G sont des sous espaces vectoriels de R?.

(b) Déterminer F'(G.

Solution :

a) FCR? 0 =(0,0,0) € Fcar0+0—-0=0et VA, u € R, V&,V € F, on peut écrire @ = (z,y, 2)
et Ve (z,y,7)avecr+y+z=0eta +y +2 =0.

On a alors AW + u@ = (Ax + px’, \y + puy', Az + pz') avec

Az +pz )+ Ay +py)+ Az +p2) =Nz +y+2)+pu@ +y +2)=0donc A\ +puv € F.

G C R?, T = (0,0,0) € G car (0,0,0) = (a — b,a+ b,a — 3b) pour a = b= 0.

VA, 1 € R, VW, 7 € G, on peut écrire @ = (a —b,a+b,a—3b) et ¥ = (' —b,a +b,a —3b) avec
a,b,a’,b € R. On a alors

O

AT +uT = (Ma—b) +pula =), Ma+0b)+pu(ad +b),\a—3b) + pu(a —3b))
= ((Aa+pa’) = (Ab+pb' ), (Aa + pa’) + (Ab+ b)), (Aa + pa’) = 3(Ab + b))
_ (a/// o b//’ a/// _'_ b//’ a/// o 3b/l).

avec a’ = Xa—+pa et b = Ao+ ub.
donc A% + u@ € G. Finalement F et G sont des sous-espaces vectoriel de R3.

b) W = (x,y,2) € FNG si et seulement s’ il existe a,b € R tel que

r=a—>b r=a—> x=0

y=a+b y=a+b y=2b
< z=a—3b < z=a—3b < z=-=2b

r+y+2=0 3a—3b=0 a=D>

Par conséquent F'N G = {(0,2b,—2b)/b € R} = {(0,¢,—c)/c € R}.
Ainsi FNG = Vect{(0,1,—-1)}.

3. Soient F et G deux sous espace vectoriels de E. Montrer que F'(1G =F +G < F =G.
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Solution :

(=) Supposons FNG = F +G.
OnaFCF+G=FNGCG,donc F C Getdeméme,onaOnaG C F+G=FNGC F, donc
G C F et par conséquent F' = G.

(<)SiF=G,onmaG=FNG=FNF=F+F=F.

Ainsi FNG=F+0G <+ F=4d(G.

4. Soient F et G deux sous espace vectoriels de E tels que E = F + G. Soit F' un supplementaire
de F NG dans F. Montrer que F' & G = E.

Solution :

Montrons d’abord que F' NG = {0}.

Prenons z € GNF'. Alors, puisque FNG et F' sont en somme directe ( c’est-a-dire que (FﬂG)ﬁF’ =
{0}), et que z € FNG ( car x est dans G et dans F' C F) ce qui implique que z € (FNG)NF" = {0},
on en déduit x = 0.

D’autre part, il faut montrer que F' + G = E. Soit z € E. On sait que z = x + vy , avec x € F et
y€G (car F+G=FE). Dautrepart t =y +a2 avecy € FNGeta € ' car ((FNG)+F =F
). Ainsi, on obtient

z=y 2 +ty=2+@y+y)

avecx € F' et y+y € G. Donc F'+G = E, ce qui acheve la preuve que F' et G sont supplémentaires.

5. Soit

{(z,y,2,t) € R*/z +y — 2t = 0}.
{(x,y,2,t) € R/ — 2z + 2+t = 0}.
{(z,y,2,t) € Rz + 2y —t = 0}.
Hy = {(z,y,2,t) € R*/z — y + 2t = 0}.

Hy
H,
Hj

Montrer que les H; sont des sous espaces vectoriels de R*.
Calculer V = H1 ﬂ H2 et W= H3 ﬂ H4.
Montrer que R* =V @ W.

Solution :

Remarque 1 : L’énoncée affirme que les H; sont des sous-espaces vectoriels. Certains d’entre vous
ont essayé de le redémontrer. Le plus simple pour cela est d’utiliser les applications linéaires. On le
fait ici pour H;.

Le noyau de toute application linéaire f : £ — F (ou E et F' désigne deux espaces vectoriels sur un
méme corp K) est un sous-espace vectoriel de E. L’application

fi: R* — R
(r,y,2,t) — x4+y—2t

est une application linéaire et son noyau H;. Par conséquent, H; est un sous-espace vectoriel de R*.
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Remarque 2 : Bien entendu on peut aussi montrer que Hjest un sous-espace vectoriel de R* en
vérifiant la stabilité par addition et la stabilité par multiplication par un scalaire. Dans ce cas faites
attention a bien comprendre quels sont les éléments de H; (des 4-uplets) et ce qu’ont doit vérifier
(que certains 4-uplets vérifie I’équation définissant H;). Une rédaction correcte est la suivant :

Soient (z,y,2,t) et (x',y,2,t) deux élément de H;. Soient X € R et u € R deux scalaires.
Puisque (z,y,2,t) et (z',y, 2, t') appartiennent & H; on a

T4y—2=0 et o +y -2t =0.
On en déduit que
Az + pa') + My +py) =200+t ) = ANz +y —2t) +p(a’ +y —2t) =0,
c’est a dire que
Az, y, 2,t) + u(ml,y/, z/,t/) =\ + px Ny + py Az 4 opz A+ ,ut/).

est un élément de H;.
Ainsi H; est stable par combinaison linéaire. Or (0,0, 0,0) appartiennent & H; donc H; est un sous-
espace vectoriel de R*.

De méme, on prouve que les autres H; sont des sous-espaces vectoriels.

Calculons V = H; () Ha, 'espace vectoriel V est I’ensemble des solutions (x,y, z,t) € R* au systeme
d’équations.

r+y—2t=0 y=—x+2t
—2r+z2z4+t=0 z =2r —t,

c’est a dire que
V =A{(z,—z +2t,2x — t,t)/x,t € R} = Vect{(1,-1,2,0),(0,2,—1,1)}.

Calculons W = Hs () Hy, Uespace vectoriel W est 'ensemble des solutions (x, v, z,t) € R* au systéme

d’équations.
r+2y—t=0 r=1t—2y r=—t
{x—y—i—Qt:O <Z>{—3y—|—3t:0 ‘:’{y:t (1)
Par conséquent on a
W ={(-t,t, z,t)/z,t € R} = Vect{(—1,1,0,1),(0,0,1,0)}.

Remarque 3 : Au cours de I'étude de W faites bien attention a ne pas oublier que 'on travaille
avec 4 inconnues dont z méme si z n’apparait pas dans le systeme (1).

Montrons que R* = V @ W. Cette question peut étre subdivisée en deux sous-questions :

— montrer que VN W = {0ps},

— et montrer que R* =V + W.
Soit (x,y, z,t) € VNW. Puisque (z,y,z,t) € Wyona W = {(—t,t,2,t)/z,t € R}, donc z = —y = —t.
Or (z,y, z,t) est un élément de V donc z = 2z —t = 3z et y = —x + 2t = —3x. La seconde égalité
implique que —x = —3x c’est a dire que x = 0. Par suite (x,y, z,t) est égal a (0,0,0,0). Ainsi on a
VAW ={0gs}.



Montrons que R* = V+W. Soit u = (z,y, z,t) € R?*, on cherche §'il existe v = (o, —a+28,2a—3, ) €
Vet w=(—a,a,b,a) € W telle que : v+ w = u, c’est a dire que

a—a==x a=—+a (1)
—a+28+a=y N a=y+a—26 (2)
20— fF+b==z b=z—-2a+5 (3)
r Yy
De (1) et (2),0na—x+a:y+a—25:>5:54_5,
De (1) et (4),ona—x+a:t—ﬁ:>a:g_g+t.
Remplagons § dans (1), on obtient : a = —% — g +t.
3
Remplacons « et 5 dans (3), on obtient : b = —g+7y+z—2t. Donc R* =V + W.

Par conséquent R* =V @ W.

6 Soient F' et G deux sous espace vectoriels d'un K —espace vectoriel de E. Montrer que F'|JG
est un sous espace vectoriel de E ssi F C G ou GG C F.

Solution :

La deuxiéme implication (<) est immédiate car si par exemple F' C GG, donc F'|JG = G est un sous
espace vectoriel.

Réciproquement pour prouver la deuxieme implication = ,démontrons par la contraposée :
SiF¢GetG¢ Falors 37 € F, 7 ¢ Get 37 € G, ¢ L.

T+ ¢FcasiZ7+yY eF = 7 =(7Z+7Y)— 7 € F ce qui est exclu.
T+yY¢FcasiT+y €@ =7 =(T+7Y)— 7 €G ce qui est exclu.

On obtient donc une contradiction. Ainsi, Ona @, 7 € FUG et ¥ + 7 ¢ FUG.
Puisque F U G n’est pas stable pour ’addition, ce n’est pas un sous-espace vectoriel de F.

7 Soient f,g € L(FE) tels que fogof = f et gofog = g.
(a) Montrer que E = kerf @ Img.
(b) Montrer que f(Img) = Imf.
Solution :
(a) Montrons que E = kerf & Img. Tout d’ abord on montre que kerf N Img = {0g}.

Soit = € kerf N Img, da € E telle que g(a) = x et f(z) =0. On a

z = g(a) = (gofog)(a) = (gof)(g(a)) = (gof)(x) = g(f(x)) = g(0) = 0.
Donc kerf N Img = {0g}.



Montrons que E = kerf + Img.
Soit x € F alors x =z — g(f(x)) + g(f(x)). On pose y = g(f(z)) € Img et v =2 — g(f(x)).

On montre que v € kerf, on a

f(v) = f(x) — fogof(x) = f(z) — f(x) = 0.

Donc v € kerf. Alors x = y 4+ v avec y € img et v € kerf. Par conséquent E = kerf @& I'mg.
(b) Montrons que f(Img) = Imf. L'inclusion f(Img) C Imf est immédiate, on montre que
Imf C f(Img).

On a Vy € I'mf on peut écrire y = f(z) avec z = g(a) +u (x € E = Img+kerf ) et u € kerf.
Remplacons z par sa formule, on obtient
y = f(g(a) +u) = fg(a)) + f(u) = f(g(a)) + 0 = f(g(a)) € f(Img)

Alors y € f(Img). Par conséquent f(Img) = Imf.
8 Dterminer si les applications suivantes sont lineaires.

fi: R? 5 R? fo:R® > R?
($7y> — <2$+y,$ - y) (.I‘,y,Z) — (xyaxay)
f3 : Rg — RS
(LC,y,Z) — (2:c+y+z,y—z,:v+y)
Solution :

f1 est linéaire, en effet :
f1(0,0) =(2-0+4+ 0,0 —0) = (0,0).
Pour (z,y), (z',y') € R% on a

fil(zy) + (@) = file +a'y+y)

2z +a)+(y+y), (z+a)~(y+y))
e +y+2c +y,x—y+a —y)

= 2c+y,x—y)+ 22 +y,7 —y)
filz,y) + fi(@y).

Pour (z,y) e R? et A € R, on a
LMz, y)) = filde, Ay) = Az + Ay, Ar = Ay) = A2z +y,z — y) = Mi(z,y).
fo est non linéaire, en effet par exemple fo(1,1,0) 4+ f2(2,3,0) n’est pas égale a fo((1,1,0)+(2,3,0)).

f3 est linéaire, f3(0,0,0)=(2-0+0+0,0—-0,0+0) =(0,0,0).
C’est facile & verifier pour tout (z,y,z), (z',y,2) € R® on a

fB(ZUay;Z) + f3(37l71//7 Z/) = f3((x7y7z) + ('x/uy/7z/))7
et pour tout (z,y,7) € R3 et A € R, on a
f3(>\(x7ya Z)) = )\fg(l’,y,Z)
9 Soient F; et Fy deus sous espace vectoriel de E et
f By x By - FE

(x1,22) = 1 + 22



(a) Montrer que f est lineaire.
(b) Déterminer le noyau et I'image de f.
Solution :

f est linéaire, en effet :
Pour (x1,1,), (2}, 7,) € R? on a
F((x1,22) + (21, 25)) = flan + @y, 25 + @)
= (21 +2)) + (22 + 23)
= (21 + 22) + (2] + 73)
= flw1,m2) + f(2), 23).
our (z1,79) ER?* et A €R, on a

f(/\<5(71,l'2)) - f(/\xla )‘xQ) = /\ml + /\I2 = )‘(‘Tl + l’g) - )\f(x,y)
Par définition de f ce qu’ est la somme de deux sous-espaces vectoriels, I'image est :
Imf = F, + Es.
Pour le noyau :
kerf ={(z1,22)/f (21, 22) = 0}
Kerf = {(x1,22) /1 + 2 = 0)

Mai on peut aller un peu loin. En effet un élément (x1,25) € kerf, vérifie z1 € Ey, x9 € Es et
ro = —x1. Donc x1 € Ey = 21 € Ey N Ey. Alors (x, —x) € kerf. Ainsi

kerf = {(z,—z)/x € Ey N Ey}

10 Dterminer si les applications suivantes sont-elles lineaires.
fi 1 R? - R? fo:R* > R?

(z,y) = 2x +y,az —y) (z,y,2) = (vy, az,y)
Déterminer ker(f;) et Im(f;) avec 1 <1i < 2.
Solution :

Pour montrer la linéarité de f; et la non linéarité fs, il suffit de suivre la méme procédure de I'exercice
8.

On calcul le noyau de f; :

kerfi = {(z,y)/ fi(z,y) = Op2}

20 +y=0 (2+a)r =0
=
ar —y =0 ar —y =0

Sia#—2,onadx=0ety=0.Donc

kerfi = {(0,0)}



On calcul I'image de f;, on a
f1($ay) = (X,Y) g (2x+yva$ - y) = (X,Y)

{Qx—i-y:X (1) @{2x+ax:X—|—Y < (1)+(2)

X+Y X =2Y
Onaz = . ety:a—.DOHC f1 est surjective, alors Imf; = R2.
+a 24a

Sia= -2,

ker fi = {(z,y)/ fi(z,y) = Og:}
2v+y=0 -

{—Q:U—y:() e{y=-2

Donc

kerfi = {(x, —2x)/z € R}
On calcul I'image de fi, on a
f1<x7y):(X7Y)<:>(2x+ya_2x_y):(X7Y>
{2x+y:X W o xiv—0 <@+,

—2r—-—y=Y (2)

Donc
Imf; ={(z,—x)/z € R}

fo n’est pas linéaire, en effet par exemple fo(1,1,0)+ f2(0,2,3) n’est pas égale a fo((1,1,0)+(0,2,3)).



