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Serie 1 (Structures Algébriques)
13. Soit (G, %) un groupe. Pour a € G, on note f, 'application de G vers G définie par

) =ax*x*sym(a).

a) Montrer que f, est un endomorphisme du groupe (G, *).

b) Vérifier que Va,b € G, foofy = fasp

¢) Montrer que f, est bijective et déterminer son application réciproque.
(d) En déduire que (F,0) est un groupe avec F = {f,|a € G}.

Solution :

(a) On a f,(e) = ax*ex*sym(a) = e.
Va,y € G, falxxy) = axxxyxsym(a) = axx*xsym(a)*axyx*sym(a) = f,(x)* f,(y). Donc
fa est un endomorphisme du groupe (G, *).

(b) (fao fo)(x) = fa(bxx*xsym(b)) = axbxxxsym(b)*sym(a) = (a*xb)xx*xsym(axb) = fuup(zx).
Donc fa © fb = fa*b-

(c) Utilisons le résultat de la question (b), on obtient :

fa © fSym(a) = fa*sym(a) = fe~

De méme
fsym(a) o fa = fsym(a)*a = fea

et fo(x) = exxx sym(e) = v donc f. = Idg et [, 0 foym(a) = foym(a) © fo = Idg donc f, est
bijective et sym(fa) = fsym(a)-

(d) Montrons que F' est un sous-groupe de (G, o).
-~ FCGetldge Fcarldg=f.eteed.
- Vg,h € F, da,b € G tels que g = f, et h = fp.
go Sym<h) = fa ° Sym(fb) = fa o fsym(b) = fa*sym(b) € I car a * Sym(b) €G.

Ainsi F' est un sous-groupe de (G, o) et donc (F, o) est un groupe.

( Nous avons utilisé le théoreme suivant :

Si F est un sous-groupe de (G, *) alors (F, %) est un groupe).
14. Soit (G, *) et Soit (G’,T) deux groupes et f : G — G’ un morphisme de groupes. Montrer que
tout sous groupe H de G, f(H) est un sous groupe de G'.

Solution :

f(H) est un sous groupe de G, en effet
~ f(H) C G, notons e le neutre de G et €' le neutre de G' ¢' = f(e) € f(H) car e € H (car H
est un sous groupe de G).
~ Vy,y € f(H), on peut écrire y = f(z) ety = f(2') avec z,z" € H.

yTsym(y) = f(z)Tsym(f(z) = f(@)T f(sym(z)) = f(z = sym(a')) avec x + sym(z’) € H
(car H est un sous groupe de G). Donc yTsym(y ) € f(H).

Ainsi f(H) est un sous groupe de (G', T).

15 Soit H = {(z,y,2) € R*/x +2y — 2 =0}




(a) Montrer que (H,+) est un sous groupe de (R3, +).
(b) Soit f: H — H définie par : V(z,y,2) € H, f(x,y,z) = (x — 22,z — y,x — 2y). Monter que f
est un morphisme de groupes, déterminer son noyau et son image.
Solution :

(a) (H,+) est un sous groupe de (R?,+), en effet :
~ H C R? et Ogs = (0,0,0) € H (car 0+2.0—0=0).
~ Soit X = (x,y,2), Y = (2',y,2) € H, on montre que X +Y € H, on a :

X—l—Y:(x—l—x/,y—l—y,,z—i—zl)

(z4+2)+2y+y)—(z+2)=(x+2y—2)+ (2 +2y —2)=0+0=0.

Donc X +Y € H.
— Soit X = (z,y,2) € H, on montre que sym(X) = —X (car le sym(X) de la loi + est -X) €
H,ona

—X = (—ZL‘, Y, _Z>7 —T = 2y+ Z = —(ZE + Qy - Z) =0 (Cal‘ <X7Y7Z) € H)

Donc —X € H.
Donc est un sous groupe de (R?, +).
(b) On montre que VX = (z,,2), ¥ = (¢',y/,2') € H, (X +¥) = F(X) + f(Y).
On a
FX+Y)=(@+2)=2042),¢:+2) = (y+y), (z+2) =20y +y))

—(r—2z,z2—y,x—2y)+( —22,2 —y .,z —2).
= f(X)+ f(Y).
Donc f est un morphisme de groupes.

Le noyau de f est :
Kerf ={X = (z,y,2) € H/f(X) = Ogs}, car Ogs est I’élément neutre de (H,+)

(x,y,2) e Kerf = (x —22=0,z—y=0,2—2y=0) et (z,y,2)€H
— (r=2y,2=y) e x+2y—2=0
— (z=2y,z2=y) et 2y+2y—y=20
—r=y=2=0
Kerf ={(0,0,0)}.
Donc f est injective.
(x,y,2) € Imf = 3(2/,y,2') € Htel que f(2',y,2") = (x,y, 2)
(xl —22 2~y — 2yl) = (z,y,2)
= r+2y=a -2y =2
= Imf ={(v,y,2) ER*/x +2y — 2 =0} = H.

Donc f est surjective.



16. Soit p € N*. Déterminer la signature des permutation suivantes :

(a)

B 1 2 .- 2p-1 2p
7=\ 2p o1 - 2 1
(b)
(123 - p p+l p+2 -+ 2p-1 2p
“\135 2p-1 2 4 .- 2p2 2p

Solution :

Calculons le nombre d’inversion :
Rappel : On dit ¢ réalise une inversion sur le couple (i, j) ssi o(i) > o(j).
(a) Pour 1, on a (2p — 1) inversions,(1,2).........ccc...... (1,2p), en effet :

(2p>2p—1letl<?2
2p>2p—2et1 <3
2p>2p—2et1 <3

[ 2p>Tletl<2p.

Pour 2, on a (2p — 2) inversions (2,3)......ccccccueene. (2,2p), et ainsi de suite,
Pour 2p — 1, on a une seule inversion (2p — 1, 2p), on obtient
2p(2p—1
[(J):(Zp—1)+(2p—2)—|—...+1—|—0:%
donc e(o) = (—1)Pr~1),
(b) On a
( pour 1— 0 inversion.
pour 2— 1 inversion (2,p+1).
pour 3— 2 inversions (3,p+1),(3,p+2).
pour p— (p-1) inversions (p,p+1)...cccccceeenenn. (2,2p-1).

pour p+1— 0 inversion.
pour p+2— 0 inversion.
pour 2p-1— 0 inversion.
pour 2p— 0 inversion.

\

p(p—1)
2

[(0)=04+1+2+4 ..+ (p—1)+0+...+0+0=22Y donc g(0) = (1)
17. Décomposer les permutations ci-dessous sous forme de produit de cycles a supports disjoints
puis déterminer leur signatures. Sont-elles des cycles?

Solution :

On commence par étudier les images successives de 1. Ce sont 3,4. On étudie ensuite les images
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successives de 2. On trouve 5 (ensuite on revient a 2). On a épuisé tous les éléments de 1,...,5.
La décomposition canonique de o en produits de cycles disjoints est

o=(1 3 4)(2 5)

(o) = (—=1)>"? = —1(car on a 2 orbites {1,3,4} et {2,5} )
Pour les inversions : Il y’a 7 inversions sont (1,4), (1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4), (3,5).

De méme pour 7, on obtient :

La signature de 7 vaut

e(o) = (—=1)>7 = 1. (car il y’a trois orbites :{1} {2,3,4},{5}).

Pour les inversions : Il y’a 2 inversions sont (2,4), (3,4).

Calculons o271

e(0?*7) = (—1)>" = 1(car on a 3 orbites {1,4,2} et {3},{5} )
Pour les inversions : Il y’a 4 inversions sont (1,2), (1,3),(1,4), (3,4).

18 . Sur (Z2,+), on définit une nouvelle loi * par

(21, 22) * (y1,y2) = (T191 + TT2Ys, T1Y2 + T2Yy1)
our € 7Z*.

(a) Montrer que (Z?, +, %) est un anneau commutatif. Pour quels entiers cet anneau est unitaire.
(b) Pour quels entiers cet anneau est intégre, unitaire.
Solution :

(a) (Z* +) est un groupe commutatif.

La loi * est commutative car le produit et la somme sont commutatives dans Z et

(w1, 29) * (yl,?/2) = (Y1, 92) * (351, ).

(1, 2)* (Y1, Y2)) * (21, 22) = (T1y1 +7T2y2, T1y2 +Toy1) * (21, 22) = (T1y121 +TT2y221 + 1T 1Y220 +
TToY122), T1Y122 + TToYaza + 1Yozt + Lot 21) = (21, x2) * ((y1,Y2) * (21, 22)).
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(21, 2) + (Y1, y2)) * (21, 22) = (X1 + Y1, T2 + Yo) * (21, 22) = (X121 + Y121 + 1T220 + rY22a, X122 +
Y129 + To21 + Y221),
donc ((x1,x2) + (y1,y2)) * (21, 22) = (T121 + raezs, T122 + +x221) + (Y121 + TY222, Y122 + Y221).

= (w1, x2) * (21, 20 + (y1,Y2) * (21, 22).

Donc * est distributive sur +.
Par conséquent (Z?, +, %) est un anneau commutatif.

(b) L’anneau (Z2, +, ) est dit integre si pour tous (x1,z2) et (y1,v2) dans Z? tels que (z1,19) *
(y1,92) = (2191 + 12Z2y2, T1Y + T2y1) = (0,0) = (21, 22) = (0,0) ou (y1,y2) = (0,0).
Si (x1,29) # (0,0)

T1Y1 + raays =0
T1Y2 + 2y = 0

donc
| ®morae | o 9 10 g | | x O]
0= . = x] — 175 (5y1—‘0 o =0 0y = s 0’—0
Sir < 0 donc ylzéyTl:O,yg:é%:Odonc I'anneau (Z?, +, *) est integre si r < 0 .

Soit (e, ez) est I'élément neutre pour la loi x dans Z? alors
V(.fl,l'g) c Z2 on a $1,LE2) * (61, 62) = (%1,.7)2) — (Ilel + rageo, r1€ + I2€1> = (l’l, .CL’Q)
= T1e] Fra9es = 1 et X169+ T9ep = X9 donc

Tr1 TXo
Ty X1

1 TXo
i) T

T I
T2 T2

0= =27 —rz3 O, = =27 — 125 b, =

Sir < 0 donc (1,0) est est I’élément neutre pour la loi * dans Z>2.
19.Vzye R, onposexTy=ao+y—let xxy=axy—x—y+ 2. Soit

e: (R, T,%) = (R,+,.)

r—x—1
Montrer que ¢ est isomorphisme d’anneau. En déduire que (R, T, *) est un corps.
Solution :

Les élément neutres de (R, T,x*) sont 1 et 2, en effet xT1 =z et %2 = z.
Soit ¢ : R — R définie par ¢ : x — = — 1. ¢ est une bijection, en effet :
— Injectivité :

Ve, 2 € R, p(z) = ¢(x') = = =z . Donc ¢ est injetive.

— Surjectivité :
Vy e R, 3z € R, y = p(x).
SoityeR, y=p(z)=r—-1r=y+1.
DoncVy e R, dJz =y+ 1R, y=p(x).

p(1) = 0.
On vérifie p(zTy) = (x) + ¢(y)

plaTy)=aTy—l=as4+y—2=x—14+y—1=p(x)+ ¢y).



p(2) =1.
On vérifie également : p(z * y) = ¢(x) X @(y).

plexy)=cxy—l=asy—arx—y+2—-1l=asy—ax—y—-3=@@—-1)(y—1)=zy—ax—y+ 1

Par conséquent ¢ est isomorphisme d’anneau.

On sait que (R, +, x) est un corps Par la bijection de ¢~ }(R, +, x) = (R, T, %) est un corps.

20 . Soit d € N tel que vVd ¢ Q. On note Qv/d = {a + bv/d/(a,b) € Q*}. Montrer que (Qvd, +,.)
est un corps.

Solution :

Rappel : Si Qv/d est un sous-corps de (R, +,.) alors (Qv/d, +,.) est un corps.

Montrons que Qv/d est un sous corps de (@\/c_l,+, .). Remarquons d’abord qu’il est bien contenu
dans R et que 0,1 € QV4d.
Soient z,y € Qv/d. On les écrit : & = a + bv/d et & = ' +b'V/d. Alors :

r—y=(a—a)+(b-b)Vd

zy = (aa’ + dbb') + (ab + D)V,
ce qui prouve que = — y et zy € QvV/d.

D’autre part, si x # 0, alors

1 1 a—b\/ai a bvd

T atb/d a2—0d a—bd a’—b4d

€ QVd,

1
et donc = € Qv/d. Remarquons qu’il était possible de multiplier par la quantité conjuguée (a —bVd)
T

qui est non-nulle car v/d € Q. Finalement, on a bien prouvé que Qv/d est un sous corps de (Q\/c_l, +,.)
et c’est donc un corps.



