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Serie 1 (Structures Algébriques)

1. Dans chacun des cas étudier sur E la nature de la loi

(a) E=R,zxy=ay — 2z —2y+6.

(b) E=R, zxy = In(e” + e¥).

(C)]E:R,m*y:x—ky—i—iy.
rTy

d E=(-1,1 = .

(d) (L0, ey =1

(e EZ[O,l],x*y:x—i—y—xy.

u

(

a) Onaxzxy = ay —2x — 2y + 6 € R puisque z € R et y € R. Donc * est bien une loi de
composition interne.
— La loi * est commutative, car la somme et le produit sont commutatives dans R.
— La loi % est associative, car : Vx, y et z € R

(xxy)xz=(r*xy)z—2(x*xy) —22+6=(ry —20 —2y+6)z —2(xy — 20 — 2y +6) —22+6
=xyz —2xz —2yz + 62z — 20y +4r +4y — 12 — 22+ 6
=2yz — 2x2 — 2yz + 6z — 20y + 4 + 4y + 42 — 6.

De méme, on obtient :
rx(y*z)=ayz — 2wz —2yz+ 6z —2xy + 4o+ 4y +42—6

— L’élément neutre de * :
e élément neutre de x < Vr € E, xxe = ex x = x, car x est commutative.
SVeek ve—2r—2e+6=ux
SVer ek, ve—2e=x+2x—6
e Ve ek, e(x—2)=3(x—2)
Donc e = 3 est un élément neutre pour la loi .
(b) Vz, y € R, on a x *y € R. Donc la loi * est une loi de composition interne.
~ Ona
rxy=In(e"+¢eY)=In(e’ +e%) =yx*xzx

La loi * est commutative.
— Pour tous z, y et z € R,

(x*y)*z=In(e"™ +¢e*) =In(e® + e’ + ) =1In(e® + V™) =z * (y * 2)

La loi * est associative
— La loi * n’admet pas un neutre, en effet

rxe=xIn(e"+6e) =z e =0.

Il n’y a donc pas de neutre.
— On a
zxy=xxz—=>In(e"+e’)=In(e"+¢*) e/ =¢* -y ==z

Donc tout élement est régulier.




(¢c) Onaz*xy=xz+y+zxy € R puisque z € R et y € R. Donc * est bien une loi de composition
interne.
— La loi * est commutative, car la somme et le produit sont commutatives dans R.
— La loi * est associative, car : Vz, y et z € R

rH(y*rz)=xx(y+z+yz)=rv+y+z+yz+zy+z+yz).

Comme cette expréssion est invariante par permutation circulaire sur z, y et z, on obtient
le méme résultat en partant de (z * y) * z. Donc la loi * est associative.
— 0 est un élément neutre de * car :

VeeR, zx«0=0xz=2+0+20=2

Les éléments symétrisables. Soit « € [E, on résout I'équation "z * y = 0. On a :

x*y:0<:)x+y+xy:0(:)y:$f1

six # —1.
(d) * est une loi de composition interne sur E, en effet, si z, y € E, alors x xy € E. Pour prouver
cela, étudions la fonction définie sur [—1, 1] par :

t+y
1+ty

ft) =

Elle est dérivable sur [—1, 1], et sa dérivée vérifie

’ 1—y2

f(t):m>08ur]—l,l[.

[ est donc strictement croissante sur [—1,1] et on a

f(=1) <zxy = flx) < f(1).

Comme f(—1) = _11;/3’ =—let f(1)= % = 1, on obtient bien que z xy €] — 1, 1[.

— La loi * est clairement commutative.
— La loi * est associative, en effet pour tout (z,v,2) € E?, on a

v+ (yxz)  THEL syt ztay:

L+a(y*z) 1+x1yjyzz 1oyt az -ty

Tk (y*z)=

et un calcul similaire donne le méme résultat pour (z * y) * z.
— 0 est un élément neutre pour la loi *. En effet,
r+0
140

rx0=0x*xzx =

Tout élément x € E est symétrisable, son symétrie est —z. En effet,

r—2x
1 —22

T (—x)=(—x)xx = =0.



(e) * est une loi de composition interne dans E, car Vz et;y, on a
r,y€EE= (0<z<let(y >0) = (zy < y)et(0 < x)
= (y—zy>0et(x>0)=>z+y—ay>0
=xxy > 0.

De méme, on a :
zxy—l=cx+y—ay—1l=c—-14+y(l—z)=(1—-2)(y—1)
dong, si z, y € E, alors (1 — 2 > 0)et(y —1 < 0) = xxy — 1 <0, par suite :
Ve,ye E, 0<uzy <1,

ce qui montre que * est une loi de composition interne dans E.
— % est associative, car la somme et le produit sont comutatives dans R.
— x est associative, car Vx y, z € E,

zx(yxz)=x+(y*xz2)—xx(y*2)=x+(y+z—yz)—z(y+ 2z —yz)

=r+y+tz—yz—aYy — T2+ Yz
(xxy)xz=(r*xy)+z—(x*xy)xz=(r+y—ay+z—(r+y—zy)z
=r+y—xy+z—x2—yz+ Yz,

d’ou on déduit que
Vy z€E, zx(yxz)=(r*y)*z,

donc * est associative.
— L’élément neutre de * :
e élément neutre < Vo € E, x e = e x x, car * est commutative

sVeek, z4+e—ze=a<e(l—2)=0

< e=0.

— Les éléments symétrisables. Soit x € E, on résout I'équation "z xy = €”. On a :

rxy=e=0r+ty—r2y=0&y= xlsix%l,

reste a vérifier si y € E, or Va ¢ {0,1}, on a

O<z<l)=(z>0et(r—-1<0)= x1<0:>y:L¢E7

xr — r—1

donc le seul élément symétrisable dans E est
x =0 (I’élément neutre de *).



— Les éléments réguliers. Soit 2y € E, % étant commutative, alors :

xo élément régulier &V, y € E, (zoxx =1x0%y) = (x =)
eV, yeR, (zo+z—z07) = (xo+y—20y) = (2 =1)

Ve, y ek, (¢ —xoz) = (y — 20y) = (z =)

sV, ye R, (x—y)(1l—x9) = (z=y)

< 1—x9#0.

Donc I'ensemble des éléments réguliers de * est £ sauf 1.
Remarque : On sait que tout élément symétrisable est régulier, cette loi * nous donne un
exemple ou des éléments sont réguliers sans qu’ils soient symétrisables.

2. Soit a un élément d’un monoide (I, *). Montrer que a est symétrisable ssi I'application f : E = E
définie par f(z) = a * = est bijective.

Solution :

Supposons que a est symétrisable, donc il existe b son symétrique unique (car (I, %) est un monoide,
c.a.d axb = bxa = e). Soit Papplication g définie de E vers E par g(x) = a '+x. On a fog = gof = Idg,
donc f est bijective.

Inversement, on suppose que [ est bijective alors f est injective et surjective. Puisque f est surjective,
nous considérons b " antécédent de I'élément neutre e, on a a * b = e. Nous calculons maintenant
f(bxa)=ax(bxa) =axe= f(e) et puisque cette fois ci f est injective, on obtient b* a = e.

Par suite, a x b = b * a = e donc a est symétrisable et b est son symétrique.

3. Soit E et F deux ensembles et ¢ : E — [F une application bijective. On suppose E muni d’une loi
de composition interne % et on définit une loi 1" sur IF par :

Va, yeF, aTy=o(e ' (z)x ¢ '(y)).

(a) Montrer que * est commutative(resp. associative) alors T' 'est aussi.
(b) Montrer que * posséde un élément neutre e alors T posseéde un élément neutre & préciser.
Solution :

(a) Supposons que * est commutative :

Vo, y €F, yTaz =0l (y)x ¢ '(z) = oo () x o~ () = 2 Ty.
Donc T est commutative.
Supposons que * associative :

Vo, y €F, (aTy)Tz= (e (aTy) o (2)) = p((¢7 (@) x 07 (y)) * ¢ (2))
= p(p 7 (2) x ¢ (yT'2)).
=aT(yTz).
Donc T est associative.

(b) Supposons que * possede un neutre e et montrons que f = p(e) est neutre pour T donc e =

T (f)- Vo € F,aTf = o7 (2)xe) = p(p7 () =z et [To =glexp(2)) = p(¢7'(z)) =2
donc f est neutre pour T.



4. Soit E un ensemble munit de deux lois de composition internes * et o admettant chacune un
élément neutre respectif e et f telles que :

Y(z,y,u,v) €E* (2% y)o(uxv) = (zou) * (yov).

Montrer que e = f.
Solution :

Puisque e est un élément neutre de *, on obtient :

e * (yov) = (yov) = (e x y)o(e x v) = (eoe) * (yov)

cela impique e = eoe, or ’élement neutre de o est f, donc e = f.
ou
Puisque f est un élément neutre de o, on obtient :

(f * flo(uxv) = (fou) * (fov) = (uxv) = (uxv)of
et comme f est unique f = f * f, or I’élement neutre de * est e, domc f = e.

Autre méthode : On a

f="Ffof =(fxe)olex f) = (foe) x (foe) = exe=e.

5. Soit G = R* x R et % la loi de décomposition interne définie sur G par

(z,y)* (z',y) = (22, 3y + )

(a) Montrer que (G, *) est un groupe non commutatif.
(b) Montrer R** x R est un sous groupe de (G, *).

Solution :
(a) On a
(@ xy) «@'9)) @'y = (2’ +9) @,y
= (zz'z” xxy" + 2y +v)
et

/ 1" /

(w59« (@) * (@"0) = @)« @' 2y +)
_ (xx/x//’ xm/y// + xy/ + y>.
Donec la loi * est associative.

L’élément neutre de la loi * est (1,0), en effet

(z,y) * (1,0) = (z,y) et (1,0)* (z,y) = (z,y).

1 —
Le symétrique de (z,y) est <—, —y>, en effet
xr oz

V.)€ G, () s (5. 20) = (1 —y +9) = (1,0)

bt



et (1 _—y> % (z,y) = (1,0).

T ow
Tout élément de G est symétrisable.

Par consequent (G, *) est un groupe. Il est non commutatif car
(1,2) % (3,4) = (3,6) et (3,4)*(1,2) = (3,10).
(b) On a R*" x R est inclus dans G et (1,0) € R*" x R.

V(z,y), (z',y) e R xR, (z,9)*(z,y) = (2, 2y +y) € R xR, car zz’ > 0.

- |
W%weRHxR,@Tﬁ>ew+chm—>a
xr X x

Ainsi R*" x R est un sous groupe de (G, %).



