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s E » matrice diagonalisable admet une base orthonormée de vecteurs propres? (1 point)

*}' M“‘ € M, (IR). Si A% est diagonalisable alors A aussi. (1 point)
{‘ 3) La somme de deux matrices diagonalisables est diagonalisable. (1 point)

Exercice 1
%ar 1
1) La matrice 4 = (—2 3 -1) est-elle trigonalisable dans C ? dans R ?
, il - 3
Si oui la trigonaliser. (2 points) '
2) Soient n un entier naturel non nul et M = (a;;) 1<ijsn € Mn(R). avec gji.q =1VIE i AR ! n} et tous les

autres coefficients sont nuls.

a) M est-elle diagonalisable ? (1 point) »

b) Calculer M™. (2 points)

¢) Sachant que si A € M, (R) est nilpotente, alors A¥ = 0, pour au moins un k < n, montrer que M n’a pas de
racine carrée. (2 points)

Exercice 2
Soient (E : (.\.)) un espace euclidien de dimensionn, xy € E et € K.
1) Déterminer {x € E / (x\x,) = a }. Est-il un espace euclidien. Si oui quelle est sa dimension? (2points) «

2) Supposons que n. = 2 et soit f I’application de E dans E telle que f(x) = x + a(x\xp)xo.
a) Montrer que f est un endomorphisme de E. (1 point)  «

b) Montrer que f est symétrique i.e. (f(x)\y) = (x\f(¥)).V(x,¥) € E*. (1 point) *

¢) Déterminer les valeurs propres de f ainsi que leurs sous espaces propres. (2 points)

3) Soit (xl, X2y ses sun aun ,xn) € (R)n

a) Montrer que : n YL, x;* 2 (X 1x1) (2 points) »
b) Préciser le cas d’égalité. (1 point)

Exercice 3 g
Soit E = Rs[X]. Dans EXE on définit I'application ¢ par :

¢(2t-u a;X', Lieo biX i) D=0 Qib;.
1) Montrer que @ est un produit scalaire. (7 point)  +

2) Montrer que B = (=X + 1,X* + X, X® + 2X?,3X® + 1) est une base de E. (I point) ,
3) Orthonormaliser la base B relativement a ¢. (2 points)
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2, =1 3. =4
l) Cal l . . . el 2 0 4 _5 .
culer le déterminant suivant : D = oGt ( 2 points)
Lt e = | . _
2) CaICUIel‘ Dn — det(ai,i) 1<i,j<n avec: ;i = ai_i =R, = 1 et ai_j = {1y (l,]) € {1, ......... ; n} (2 pomts)

Exercice 3

Solent n € N*, (a,b,c) € R3telsqueb % c et A= A(a,b,c) = (aij) 1<ijsn € Mn(R), avec

g —arvYie {1,...... n},a;; =bsii<jet a;;=csii>j. Soient B=A(1,1,1) et f la fonction
réelle de la variable réelle définie par: f(x) = det(A + xB) Vx € R.

1) Montrer qu’il existe (a, ) € R® tel que f(x) = ax + f. (2 points)

2) Calculer f(—=b) et f(—c). (I point)

3) En déduire les valeurs de a et S. (2 points)

4) En deduire la valeur de detA. (I point)

:

Exercice 4 |
Soient E = R, [X] I'ensemble des polynémes de degrés au pius n et f I'application de E dans E définie par
e ="XP =P(1) VPEE. |
1) Montrer que f est un endomorphisme de E. ( I poirni)

2) déterminer la matrice de f dans la base canonique de E. (2 points)

3) En déduire que f € Aut(E). (2 points)

Exercice 5
Résoudre les systémes (S;) et (S,) respectivement par la méthode de Cramer et celle de Gauss (Aucune
autre méthode n’est acceptée):

2x+y+z— =5
(52X 13y — 7z = = (2 points) (55)
=ytg =1

X+ iy <+ 3z+ 4L = 1)
2x + 3y + 4z +t = 10
3x + 4y + z + 2t = 10 (¢ points)

4x +y+2z+ 3t =10
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sition suivantc ﬂst-elle vraie? Sinon la corriger et justifier votre réponse (IP"W}

Sl Ta”“ﬁg‘i R) 91&1'5 le déterminant de 4 est le produit des valeurs propres de A dans R comptées af_f-':'_!-.":'i’i;s
1:* plic "
I BT tal

\ "!lf' F

s a0
1) Etudicr, sans calcul, la diagonalisabilité de A = (cr b 0) selon (a, b, c,a, f,y) € R®. (Ipoint)

F.’-’-‘i""" ﬁ il

0 2 -1 :

A D) L_-a matpce =4 "3 " -2 ) est-elle diagonalisable dans R ? B est-elle diagonalisable dans C ? Si
Bl 62 1

oui la diagonaliser. (2points)

1 3 4
3) Pour quelles valeurs de m la matrice C(m) = ( -1 2 1 ) est-elle diagonalisable? (2points)
d—=m m-=2 m

/

Exercice 2
=1 ' 0
=3 B L0
3 =1 1 =5
0 0 0 =i
J 2) M est-elle diagonalisable? M est-elle trigonalisable? Si oui déterminer une matrice inversible P telle que
P~1MP soit diagonale/ triangulaire supérieure. (2points)
Exercice 3
Soit A la matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients sont égaux a 1.
1) Soit f I’endomorphisme de R" dont la matrice dans iz base canonique B est A. Déterminer Im(f).
(1point)
2) Quelle est la dimension de Ker(f)? En déduire, sans calcuier le polyndbme caractéristique, les valeurs
propres et les sous espaces propres de la matrice A. {Zpeinis)
3) En déduire I’existence d’une base B’ de R" dans laquelie ia matrice de f est M = (a; j)1<; j<n OU tous les
a; ; sont nuls sauf a,, ,, = n. (2points)
Exercice 4
Soit E = R,[X]. Dans EXE on définit I’application ¢ par :

o(P,Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2) pour tout (P, Q) € E*.
\J 1) Montrer que ¢ est un produit scalaire. (1 point)
2) Orthonormaliser la base canonique de F = {P € £/P(0) = 0} relativement a ¢. (I1point)
3) Déterminer une base orthonormale de F* et en déduire une base orthonormale de E . (1point)

"J 1) Déterminer les valeurs propres et leurs sous espaces propres de la matrice M = . (2points)

Exercice 5

Zapd) =g
Pour tout réel a on considére la matrice M(a) = (1 a —-1).
1 2. =1
1) Déterminer I’ensemble N des réels a pour lesquels M (a) n’est pas diagonalisable. (2points)
2) Montrer que pour tout a dans N il existe une matrice inversible P telle que P~ /(4P soit triangulaire

supérieure. (2points) Ncof
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x+2y—z+t=28
e ‘ x+y+t=6

% g Exercice 1 1) Résoudre par la méthode de Gauss le systéme : (S;) dx y 4SS e (2 points)

(e +2y—z+3t=14
x+y—z=38 n

2) Résoudre par la méthode de Cramer le systéme: (S,){x +2y—3z=15 (2 pomts)

3xX—3y—2z=2

Es o o0 R
Exercice 2 1) Pour tout a €:R on considére la matrice M, =(0 4 a|. ik
Tl \0 a 4 b I-'L”:._r |
Pour quelles valeurs de a la matrice M, est diagonalisable? La diagonaliser. (2 points)
2)lamatriceA=| 1 0 —1 | est-elletrigonalisable? Si oui la trigonaliser. {Z points) SR
Naned 2 - e
Exercice 3 Soit [|. || une norme, sur un R -espace vectoricl de dimension finie E, vérifiant I’identité du :‘-? "
parallélogramme. Dans EXE on définit I’application [ par /(x, y) = ——(l x+yIP=llx—=y1% v (x, y) €. E.'2 ;
1) Montrerque : f(x+2,y) + f(x—2,y) = 2f(x,y) V{x,y,2) € 5'3 (2 points) -'_;
En déduire que f(2x,y) = 2f (x,y) Y(x,y) € E*. {1 point iy __f.;‘ ¢
2) Montrer que f(nx,y) = nf(x,y) V(x,y) € E* v € N. (I poini) 3. ] e
En déduire que f(rx,y) =rf(x,y) V(x,y) € E* vr € Q. (I poiny) ' s o
3) Soit (%,,2) € E3. Enposant u = (x +) etv = > (x — y). 1) i
B S
Montrer que f(x,z) + f(y,2) = f(x + ¥, Z). (1 point) i ?
4) On admet que f(ax,y) = af(x,y) V(x,y) € £* Va € R. Montrer que f est bilinéaire. (7 par.mj E*JE
5) Montrer que f est un produit scalaire et ||. || est sa norme associée. (I point) % :}}E
EIEI‘CiCE 4 Soit f [’application de R*XR> dans R définie par: e 1-1{ ST

f(X Y) = z(xlyi 1g X2Y2 't x3y3) + X1Y2 + X2¥Y1 5 X1Y3 + X3y1 ~+ xzja + X3Y»> onX. = (xlllex'B) et
Y = (71, Y2, yg) dans la base canonique B de R”. e

1) Montrer que f est un produit scalaire.(2points)

T |

2) Détermmer la matrice Mz(f) de f dans la base canonique B. (I pamﬂ - | i |

By e - pi 4 3
Tl = L pey !
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‘ ‘. "f ,‘ gem' ce Pl‘ﬂdult scalaire. En dédulre une base orthonormale de R> pour ce prodmt scalaire. (3 paiM) | E

i
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A est-elle diagonalisable dans R ? A" est-elle diagonalisable dans C ? Si oui la diagonaliser. (2points)
L e V)
f 2)Soit B=| 7 bl
—v2 242 1

B est-elle diagonalisable dans R ? B est-elle diagonalisable dans C ? Si oui la diagonaliser. (2points)

1Dia=b . —2
J)80it C = ( PG 7 -8). @
s 7

@ C est-elle trigonalisable dans R ? C est-elle trigonalisable dans C ? Si oui la trigonaliser. (2points)
Exercice 2

—4 —6 0
Soit M = | 3 5 0).

b6 5
1) M est-elle diagonalisable? Si oui la diagonaliser. (2points) ::')’
2) On considere les suites (Uy)n» (Vn)n et (W, )pdéfinies par leurs premiers termes ug, vy €t Wy et les
( U4y = —4u, — 6V, Un
%, relations de récurrences : Un+g = 33U, + 5v, . Pourtoutn € N on pose X, = (“n )
W41 = 3u, + 6v, + 5w, Wn
a) Exprimer X, .4 en fonctionde M et X,,. (Ipoini)
b) Calculer M". En déduire u,,, v, et w,, en fonction de 1, Uy, Vo et Wo. (2points)
Exercice 3
Dans l'espace vectoriel £ = R* muni de son produit scalaire canonique et de sa base canonique B = -
(eq,€5,€3,€4), sOit le sous espace vectoriel : {%\_
BRSNS (X X2, X, X4 ) tel que xy + X, = 0 = x3 + x4 = 0}. |
L 1) Déterminer une base orthonormale de F et une base orthonormale de F+ . En déduire une base
orthonormale de R*. (2points)
2) Déterminer la matrice dans B de la projection orthogonale pg sur F. (2points)
3) Pour X = (x4, X3, X3, X4), déterminer la distance de Xa F : d(X, F) =l X — pr(X) |. (2points) : /
Exercice 4 PYaR 4
Soit E = C*(R, R), dans EXE on définit I’application ¢ par :
o(f, ) = f(0)g(0) + [; f'(x)g' (x)dx pour tout (f, g) € EXE.
1) Montrer que ¢ est un produit scalaire. (1 point)
| Dans la suite on considére R4 [X] muni de ce produit scalaire
2 Drthﬂnomahser la base canonique de F = R3[X] = {P € R[X]/d°P < 3}. (2 points)
:'- };; 3)C sterminer la dimension et une base orthonormale de F~. En déduire une base orthonormale de
AP (2painrs)
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St § B0 (1 e M,(R) telle que : A2 + [ = 0, ot [ est la matrice identite de M, (R ).
(] Mbntrar que A n'a pas de valeurs propres réelles. (2 points)

,.A-
_'."‘" ..-5 )
|- 1 "y

r‘“ b) En déduire le nombre de matrice carrée d’ordre 5 4 coefficients réels vérifiant : A2+ =D
(1 poiny)
2) Une matrice semblable 4 une matrice diagonalisable est-elle diagonalisable? Justifier votre réponse. :
(1 poini)

3) Deux matrices ayant le méme polynome caractéristique sont-elles semblables? Justifier votre

réponse. (I point)

[ Exercice 2'\

- -1 0 a+1
l)Soienta’E]IRetAﬂ=(1 —2 0 )
-1 1 14
a) Déterminer, selon les valeurs de a, les valeurs propres de A, ainsi que leurs multiplicités.
(2 points)
b) Pour quelles valeurs de a la matrice A, est- elle diagonalisable? (2 points)
2) Pour quelles valeurs de a la matrice 4, est-elle trigonalisable? Ay (r:r = (0) est-elle trigonalisable?

Si oui la trigonaliser. (2 points)

[ Exercice 3 \
SOt P(X) = X* + - X2 - —X + ~

1) Montrer que - est une racine de P. Quelle est sa multiplicité? (2 points)

2) En déduire la factorisation de P(X) dans R(X) puis dans C(X). (2 points)

/ Exerclce4 _3

Dans l'espace vectoriel R* muni de son produit scalaire canonique, sott & = (1, 1 U, U],
o =(0,1,~1,1) etF= vect(vy, v3).
a) Déterminer une base orthonormale de F. (2 points)

b) Déterminer une base orthonormale de k. L. (2 points)
¢) En déduir une base orthonormale de E. (I point) Justifier votre choix.

Exercice
Soient Ej
f(P,Q) = [, PX)Qx)dx.

1)Montrer que f est un produit scalaire. .(1-point)
2) Drﬂlanonnallser la base canonique de E3 . (3 points)

= (P € R{X]Jtel que P = 0oud°’P = n} et I’application f:E; XE, —» R définie par :

Scanned by TapScanner



|

¥ - T R
e i
i .

ﬁ ffaforme bilineaire de R® dont la matrice dans la base canonique est M =
%E}Etﬁre I’expression analytique de f relativement a la base canonique de R*. (1 point)
~b) f est-elle symétrique? f est-elle alternée? Justifier vos réponses. (1 point)
) Déterminer la matrice M’ de f dans la base B’ = (uy, us, uy) avec uy = (1,1,0), up = (0.1,1) et
Uz = (0,0,1). (2 poinis)
d) Verifier la formule de changement de base reliant M et M'. (2 points)
e : 2) Soit g la forme bilineaire de R® définie par
gX,Y) =x1y; + 23y, + x3¥3 + 2(X1y3 + X3¥1) + 2(xay3 + X3¥2) avee X = (X, Xz, X3) €t
B = 11,95, ¥3)-
a) g est-elle symetrique? g est-elle alterneée? Justifier vos réponses. (1 point)

b) Déterminer la matrice A de ¢ dans lg base canonique de R”. (1 point)

Exercice 2 Soient n un entier naturel non nul, @ unréel et A, = (a;;) 12ijsn & Mp(R), avec
g —adiefi. ....n}, qg.=n-iVvi€e {1,......n-1},

apj=n—j vj€ {1, ......,n— 1}, eta;; = 0 ailleurs. On pose 4, = detAp.

1) Caiculer A,, en fonction de 4,,_, . (2 points) |

2) En déduire A,, en fonction de n pourn = 2. (2 potats)

Exercice 3 1)Soit n € N.
a) Déterminer, selon la valeur de n, la parit€ de !z permutation P suivante :

1 2 EmE B mBEE s8e sEs S n e 1 n“i g
— | I -I
. (n N1 .. U (4 poiny

BySoitpedl,...... ... n}DeIenmner, selon la valeur de.n et p, la parité de la permutation

e (p ) o n, 1 2 D) L oy

1) Pour toute permutation ¢ € S, on definit la matrice

P, = (@ij) 1<ij=n € Mn(R) avec a;; = 0;4(;) est le symbole de Kronecker.

a) Montrer que detF; = £(0). (2 point)

b) Calculer Py. P, pour (0,07) € (S;)?. Pour quelles o € S, P, est-¢lle inversible? (2 points)

Exercice 4
Résoudre le systéme (S;) par la méthode de Cramer et (5;) par la méthode du pivot de Gauss.
2x —y—z—t=-—1 Xx—y—22—t=0
x—-2y+z+t=-2 * 2x+y—3z—-t=0
(51) x+y_23+[j=4 (2PBIHIS) (52) x—Zy—z—t.-":O

x+y+z-2t=-8 4x +3y—-7z-2t=0

(2 points)
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Exerc:ce 1. Soient a et b deux éléments de C. 1-2 oL > t
) R e, ¢ ZRATHD | R
| [ b~} Tt
1) Calculer le déterminant: P(X) = E § f 2 @noims) ‘ AT SR
Xath d X

2) Déterminer x pour que les vecteurs: v, = (x,a,b,x), U = (a x, %, b), Uz = (b X)X E)NS
u, = (x, b, a, x) constituent une base de C* @pomts) o RO R

ari2. =1 VDb
Exercice 2 Soit A = (3 0 'l —-4)EM3'4(IE) ou (a, b) € R%.

A -1 2
Montrer que rg(4) = 2. (1poml)

2) Pour quelles valeurs de a et b a-t-on rg(4) = 2. ézomts)
Exercice 3 Soient (a;) 1<j<n, une famille d'éléments d'un corps K et My, = (ai'j)oﬁi,jgn =

M, (K) avee ai; = ingip V (1 i) € {1, ... ..n}* la matrice associée a ce n-uplet.
1) Sans calculer le déterminant, donner une condition nécessaire pour que M, soit inversibie.
(2points) |

(_’23 En considérant le systéme linéaire homogci: A, X = {, montrer que cette condition est

/.}L aussi suffisante. (2points) A
3) Résoudre le systéme linéaire M, (1,2, . ﬂ{i ( Lpoint)
4) Calculer le déterminant Dy, = clet(_’[n_, f ts)
5) En déduire que la matrice (inf (i, ]))Ugmq,, est | nvemble@ﬂpmim)
6) En considérant le systéme linéaire Mj,(1,2, .....,n)X =Y, montrer que Ma(1,2, ..., n)cit s

inversibje et calculer son inverse. (2points)

. - v M&B
Exercice 4 Résoudre les systeme linéaire (S) dans les cas suivants: E)"if‘)( %0 —

21—y+3z=1 x—y——z—l—tzo
—4x+3y+2z=23 : 3% =3y +32 £ 26=10 .
1) (5) —2x+3f+4z=4@9p011]t) 2) (5 x—y+z=0 @Omt)
10x — 5y — 6z =10 3X' — by + bz 7t =

'Exercice 5 Soientx € Ret M, (x) = (a;;) € M,(R)psi j<n avec
1+x2  Sii=j "
ajji=nN —x Slle {i—1,i+ 1}
0 Sije{i,i—1,i+1}
1) Montrer que D, (x) = det M, (x) est un polyndme. Déterminer son degré et le coefficient
de son terme de plus haut degré. (1 pmnt) 'l 3

ST 2) ¢alculer D,(x) pmr@
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1 ] _ -
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-] e = o3 E [y
L 2 g1
]

=X +2t =3
(5) y—z=1
AR 2x+y—t=0
: 1) Résoudre (S) par Ja méthode de Gauss (Aucune autre méthode n'est acceptée).
2y Cal =, ey S T T S (P e
3 ) Calculer le déterminant D = | e . Quel est le rang de 5 i L
| | } 2 ;LA I -\ 2 4% e
| 5) Ea déduire les valeurs des déterrninants suivants:
: zieesie—1 0 bl "2 =% ¥ f 1Y =3 2 %
S 1 0 Z -1 3 0 2 -1 1 3 2
D = # - o
1 —1 O‘D" 0 1 -1 9§ D3 Fg v ey
DR -0 =1l g0 0 B =4 12 3 B =i
Bl a3 1 2
ERwg et 0 3
a1 -1 1
ammeane Y 0

Exercice 2

Soit (E, (./.)) un espace euclidien, I || désigne ss novine.
|) Soient x et y deux €léments de £ tels que i x §% =i v |
a) A-t-on nécessairement x =y ou x = —V.

b) Montrer que X + y et x — y sont orthogonaux.

¢) Montrer que || x + ¥ I*=li x — y I°+ 4(x/y).

2) Soient (x,y.2) € £ £E3 tel aue (x/v) = (x/z). Les assertions suivantes sont-elles Vraies ou Fausses.

Justifier vos réponses.
a)y =2 b) x = 0c)x et y — z sont orthogonaux.

3) Dans R> muni du produit scalaire canonique trouver un vecteur non nul orthogonal a x = (2,0,1).
Déterminer l'ensemble de tous Jes vecteurs orthogonaux a x = (1,1,1). Est-il un espace vectoriel? Si

oui, quelle est sa dimension?
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isable si et seulement si A possede n valeurs propres distinctes.

5‘ aﬁ‘
ondition lﬁmme pour que A soit diagonalisable est: : e
\. g thmm propres ‘ cofdg ® ‘;
e n vecteurs propres distincts. TN S

'L.

)/ f_;: sede n vecteurs propres linéairement indépendants.

4) Si. Hdimallsable alors A est inversible,

5) 8 %H inversible alors A est diagonalisable.

E% 5i 0 est valeur propre de .4 alors 7g(4) < n.

7)) 5’”’ € M, (IR) estinversible alors Sp(4) < Sp(PAP~Y) (inclusion stricte).

k ” t-1l une matrice A € M,(R) diagonalisable non diagonale ayant une seule valeur propre?
‘:;f'f?"-' Momrer que A et sa ransposée A1 ont les mémes valeurs propres.

W

fet S

R 11
P

L o 90 0
33«” EXEI'CIC&4SOItM ‘21 ‘1’ ;,11 j e M,(R).
Ve I S

| ﬂ) M est-elle diagonalisable? Justifier votre réponse.
~ b) Démontrer que M est trigonalisabie.

¢) Trigonaliser M .

Exercice 5

Calculer le rang de la famille F = (x4,x,, x3) d'éléments de R” dans les cas suivants:
j 1) %, = (1,1,0), x, = (1,0,1) et x3 = (0,1,1).

2) X, = (2,1,1), x; = (1,2,1) et x3 = (1,1,2).
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c M,(R) est-elle diagonalisable? M esi-elle trigonalisable?”

Justifier vos réponses sans faire de cal..,ul

2) Diagonaliser ta matrice 4 = ( : E,)) € M,(R ). En déduire qu'il existe une matrice B telie que
B =4
) T
EXercice 2 soitA={2 1 -2]€ Ma(R).1)Déterminer et factoriser le poiynome
3 =1 =2,

caracteristique de A .

2) La matrice A est-elle diagonalisable” Justifier.

2

3) Demontrer que A est rigonalisabie. La trigonaliser.

Exercice 3 Soit f I'endomorphisme de R” dont la matrice. dans sa base canonique. est
_ﬁ'-.**w Fér s
1 i

A=|-1 2 1). 1) f est-1l trigonalisabis? Jusuiier.
b e g
2) Montrer que l'espace propre de [ associ€ & 1 est &y (f) = vect(u) avec u = (1,1,0).

3) Soit v = (0,0,1), calculer f(v) en fonction de u et v,

4) Déterminer le sous espace propre de f associ€ a 2, £5(f ).
5) Soit w = (1,0,1). montrer que (u, v, w) est une base de R et déterminer la matrice T de 7 dans

cette nouvelle base.
¢ 6) Calculer [ (v) pour toutn € N. En déduire T" pourn € N.

v 7) Calculer A" pour tout n € N.
Exe rcice & Dans l'espace vectoriel R* muni de sa base canonique, on considere ie produit scalairs
canornique. |
a) Vérifier que les vecteurs v; = (1,1,1), v, = (1,2, -3} etvy = (5, —4,—1) sont deux a deuy;

3
- orthogonaux. En déduire une base orthonormée de R”.
Bj Déterminer les vecteurs unitaires or‘thﬂgcnalm a la fols aux vecteurs v, — v, et . + 1.,

<

) Montrer que les vecteurs u, = (1,0,1), u, = (0,1,1) etu; = (1,1,0) forment une base ae B°
; ) édé d'orthogonalisation de Schmidt, en déduire une base orthonormée de R

'. ] -7_._s A e
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m Parm i les expressions ci-dessous, déterminer celle
__g,” 3 ﬂhﬁﬁe\f&umncl E indiqué.

I iy .f1(("-«'- V)) P Lot B = RZ.

Ej fg((u_, v)) = -*"-1-11’1 4u,v, + 3u, vy et £ = R2,

3) A, ) = 2uyv; + SUpV; + 3v;°uz? et E = R*.

4) f:,(('u., 11’)) =0e £ = R?,

_ fs((u,v)) = 2U1V) + Uy Dy F 2Upvp + U4 et £ = R2

’ _ | fs((u, 1?))+= 2Uq +u v, + 2uyv, — szﬂl et £ = R2.

| N A, v)) = U V1 — 3uyv; +ugvzet E = R3.

| 8) fa((u '{?)) =UgUy — vy vs et E = R2, :
9) fo((wv)) = uyu; + v,y et £ = R2, |

4 10) fm((u 1’)) R 3u2U3 — UV, + 3Uzv, et E = R3,
Quelies formes*oilinéaires SOt .‘:nu-'-':u IQuSs,

oF s , _“ i .. J‘E‘
qui définissent une forme bilinéaire sur leR -

T ] e

2 s L
Ln
o

- - = I*H - l" -
antsymémiquas, altcrnéss (Dregser ur tablean),

Exarcice 2 Soientn un enner naturel non nui et 4 = (a;;) o<i,jsn € Mp(R).

" 1) Montrer que detB = detA oy B = (bij) osijen & ML{R) esttelle que bij = Qns1-ja+1~i -

.-} r . . 1 '
2) Calculer le déterminant de la matrice A dans & ©as suivants:

) a =" vije(e, .. ... n} avec x, = cos 2=+ isin 2%,
gt T
b) ai; = A R G nj.
c) ayy=—1Vvie{l.... n}eta; =xVvi=j€c{1...n}ouxestfixé dans R.
Las=1 0
Exercice 3 Soit 4, =% 1 -1 O
e 4 T Rt = M. (R).
i 1S 0 1
1 & 1) Bn conslderant l'endomorphisme f de R* défini par:f(X) .= A X. mﬂntrcr-quﬂ A; est inversible et
calculer z‘l4 |
",-'"?l:"- i’if_h s
Sl F. ” Hfu'vel' ﬁﬂ l‘esult&t par 13 meﬂ‘][)de du détgm'llnant_
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..... Lety, puitsy; +y, + - +3’n et "‘}’1

n] en foncuﬂn Hetes e T Dat
PG dedulre que A, estinversible et calculer 4, A A ‘-,f /
| ) _ !
Exermce s L _ s e
. '-]) Calculer les rangs des martrices suivantes:
g 2 2 4 e |
B = 2. 4 S / ;
294 5 6 i i :
RE5.. 6 7 .

| . { 1 T_-.‘.. '____ 1""?' - \\ (M | /
i | ) ' |
U, ‘ R 1 X 1'3' I"; \ 2iTt . P T
B r 1 r* Pjour=€es. \ J< y
h )
K;B T ek S o )
rl.; gwers T T 1 Q
|
)

2) Calculer les rangs des endomorphismes suivants:

| a) f: R® = R’ tel que: f(x,7,2) = (x—y,y —z,2z— X).

b) ‘@;,':R3 — R’ défini par: fxx,y,2)=(—x+y+zx —y+z,x+y—2z). }
c)h:R‘L—;R"teiqueh(:::.y,z,t)=(:c:+y-—f:,x+z+2t,‘2x+y—z+t,2y——x+z).
Exercice 5

~ Soit le systeme lin€aire :
it <) - x+2y+3z +4t =11

f-ll"
o) 2+ 34z +E=12 *
()Y 3x+ 49+ 2z +2t = 13 _
4x + 1y + 2z +3t = 14 /
E"‘ | '[) Réscudre (S) par la méthode de Gauss. 7
L #J Rmudre (s ) par la méthode de Cramer. "
*ie‘ | d
i “f..*_“.f "I* " L R : | ‘ Y st -_1..;f‘.
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0 2-FB --'_nﬁidaraut la trace don:

Exercice 2

On considerela matrice M = (

(

w )

n

\Wa

- 4

3 -3
fir i ,
P -3

A

1—-LamatriceM est alie diagonalisahle

2 - Detrminerune matrice inversible telleque: PP =

Exercice 3

IR[X] désigne "ensemble des s polyndmes & coeficient

Déterminer les valeurs vecteurs provres de e

f(P) =P(X+1)
Exercive 4

On considere la matrice A =

4

"]qu s _|

ire e def arnunam de A.

5 ol

i i g
P (P” est iz polyndme dérive de I

l-i_ L9 | ‘.r -r--:_\ " .
‘\. Ll ﬁraﬂf,,“.a_; CEAL

el deduire que

it I'autre valeur proprede A

o

”
-

LY

i

—
=
——— .-.._.._-"’l

%

!

raRn e -
~ Enconsideran Wl [y - : :
e A=, 1 Caleuler ¥ ) en fohetionde X et deduire u, v, etw, enfonctionden

evdoinorphisme : £ définie de IR[X] vers IR[X] par :

A =

=a~-b estune valeur proprede A
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B — Factorisez dans C[X] le polynome x> =1
E JuStIﬁer alors I' egalité : XA+ X3+ X2 +X+1=0C —2aX +1)(X* -2bX +1)
3 Montrez que a et b sont solutions d'un systeme de deux equations puis resolvez ce systeme.

4 - Determinez : cos(—) cos(—) et cos(-—)

o 5 5 IO
. On pose pour q 2 1 A(q) =ili] cotan( ) et B(q)=]] t&ﬂ( =) |
1<ks2q 2q + I<k<q 2q+1
~ 5-Determinez ]es valeurs de B(1) et B(2) A
2ikn £

Onnote P =(X+1)"-(X-1)". Pour0<k<n-10npose o, =e " .
6 — Ecrire selon les puissaces croissantes les polynomes: P;; P, ;P;; et P,

7 — Determinez les racines de P_

8 — Decomposez P_ en facteursirreductibles dans C[X]

9 - Donner une expression tres simple de A(q) et B(q)

Exercice? ;
1 - Determiner D = le pgcd des polynomes A = x° + X+ % r1aB=X4 +1
2 -Determiner Uet V telsque AU +BV =D
Exercice 3
a,b et c désignent les racines du polynome P = % 3% 1.
[=aleulez R =a® +b® +c® ; S=a’ +b’ +c’ et T:l+%+l
| a C
2 - Calculez U = 1 =+ Loy
:i ' j (aﬂ ¥ 1)2 (b3 1 1)2 (03 . ])2

. Exerciced

‘;7 E - }Bﬁcﬂmposer dans C(X) les fractions rationnelles:
g X? —2X* +4X% -5X +1
XP-2X*+X

B T AR
] g 2 o s L
- LR ¥ o
i i T T
= 1k i B | P A 1
- 4s 2 :-_: -__:ﬂ-h H
N !-,'r'-. - -
||-l _:ll id i
- Y s ¥
.= 1 g 10 1
i - | [Nl e {
i . f
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pour % dans IR or pose F( X) = A2+
- 1-Montrer que P(x) est une 101’11..11[:-;1 polynomiale de degré <)
2- Cdlt,.u;e.l P(-bj et P(-¢) et deduire Afa b ¢ dejy 1o

.i.l 1y e wes Ol I;':r e

‘ e lk't‘

\lj'pﬂh.-u .I ct( Lp 1_, Ll{li]u 1e Cas ]-: .

Lo

(on pourra remplacer la premiere colonn.

5 w3 B s T ] r'] . i ﬁ' i .i = . ;
pPar la semme de toutes 125 COLOMIES )

EXErcice 2

On considere le systeme des suites 5:1ivani

un+l = _Fyn TV I

| I.

+« Wal = .......hr” = i =k, _:JHIr - ; avec Hu 1‘..{; ‘ :
:H} Al vy W
| _ . ) / :
1 e ! B | 4 : 1_|’ J}. )
4 = . 1 : [ : i i
W . [ : I + 1 | ' g i I J .‘.
A ce gysteme , Gu associe la matrice M = | il mad BET I % ‘ y
B i & 2 \ ¥ A t
F :. | i T ,
| 1'1 Deter muer les valewss propies de M
I 2 La matiice M est -elle diagonalisable! um[ naliss i tifier votre réponse i
' =L . e R f i £ “"i ': -*""“
| o\ = e
3@51‘111&; une matiice P inver f‘1hle 1&11# quu | fL fj K RS 2 3 )
s
R
e | } ey
ﬁ'&lﬂe dih EUI SN (u J > ""vﬂ ] 4 Wy : ‘. _.l. "i__'_‘-*-
i o e e 3ot S
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ﬂ i"_ o &8 : . E 85, - |
:" _i*:‘ ) . ! : . i 5 u"

u.r-‘-

]asuit& (I' ) de pol 4
po ynomes clans IR[X]d ar:T, = T s
| eﬁmap -1 . X et pour toutn dam{

n

h t#ﬁ
L= .
& o

f f_{:'_"jﬂ‘ti‘ér dgue pour tout @ dans IR et ndans IN: T, (cos &) | v ‘* g I}

:‘ = cos(rnd) 3 CAsER PR
.&nnerledﬁgre de T, ainsi que son GDeffment dominaat : N TSR

i:r 7 Sﬁbonner les racines de i

Ll
|

Exercice 2

Hay . . P;l (X) = an
Décomposer dans CI¥) puis dans IR[X] )z palynome P

i
i

Exercice 3 | ' - T | -

DSoitQ(X) =X -2x° 4 X' =X 1ox2_ y | §- S

a)Donner une racine evidente de Q | .I e

b)MGnHerquHestunerambedeQetpreclser sa multiniiciie. | N s e

.. ,c)Factnrlse:r Qen polynomes 1rreduct1blcs dans TR[X] puis drrs s C[X) ; | e

2)0n pose P(X') =% 4 et FCX) = 2%
: '*.'."'#- Q(X)
a)Donner la partie entiere de F |
- b)Preciser les poles de F ainsi que leur multiplicités R ) s f B

c)Donner Ja décomposition en élements simples de F dans CX) | o .

El) Deduire la décomposition de F dans IR (X) | o TS s
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-"“'"'t

’ﬁ" ﬁﬁm;‘mm polynomes P dans IR[X] tels que P(}{ ) = (A ¥
{, Eét’ﬂ‘ier d'abord

| une candmon HE‘"FSSEJI’E Sur, les aerrrf*s‘i | A il =t |
' A FRt : ‘ g : = u-"ii‘.“ﬁ’f'""‘{‘n'hh-* E = M_
Saiaﬂtn dans [Nf*t@d'ms IR A B . ' |
'..’::r 5%
Dﬂlerrnmerlﬂrastede la dlwsmneua lidienne de (X“lnb"-!- cosd)" . par (X*5 +1)? o
A3 ' :
ks _;.Ex&rcite 3
'i:r = i i‘ i . w
| & Decompaser en e]uments simplésla fraction rat; onnejk :
| g ' 3
: F(}\)Z 3 ” 3 d g . i
} AN +1) ; | | i |
| , Exercice 4 | e
(2 0 1Y, ' 3 S e B
~ On considere |3 matrice carrée A = I I i R | '
; s , [ J
s : : x
I - Donner le polyno

mne LJ&CtEJ‘ISH“U*‘ de A

|

|
2-Déterminer les vec leurs prepres de A el
3-50itneIN Donper Al

‘4-Donner trols suites (u )

Crd I-...u. H‘ '€ UNe man

v, ) e (M ) telles We =7

L LS

nel 7 “in W ;“n-r =
X
}:Sqit:f}a-m L0 2ep,m)
:,z_- Y i |
.a. Lﬂﬂa mahm&A Gt tellediagonalisal) o
ht‘ 'af-i n,!' - {r 1B Ol
afﬁi@matmal’1nver3i_bletalleque:P"..ai_P:.; 0 20
e | i} ; 2 |
| e L6 0 2
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g “} Dﬁnnek unie malrice P invers ﬂ:sle ctune inafrice D d:.agonaie Ielles que P ‘HP D

3“)Dédmrﬁﬁ pourndamsﬂ\] R o PN

. -

4") On définit | la suite 1ée]1ﬁ: ( b _‘uﬂ = e_r-'-g_ =8 u, =¢ et pour tout n:

-
-
= - -
- -

Upg = 0u,,, ~11u,,, £6u, etsoit X, =

-
-
£

= 1
B "_ K"l

a®). Trouver une relation e.ntre X i bR

-

R

o
- b°) Deduire 1'6*{pressmn deu, en fom:tlon denet a,b,c.

,‘51..‘:-

Exercice2

ERg

: On CDI’lS.ldE‘J"e1{31'1001'{1011.;11151""6 f canoniquement associé a Ja matrice: A=| 2 2 -3

-2 21

1°) Montrer que A trigonatlisable ; est - t -elle diagonalisable ?

i 1 |

o ! ; ; ' ‘ : :
27) Donner une b'wr, p=(wy , w, ,w,) telle que ia matrice de f dans cstte base est ;
4 s 4"’ . ”@-:i- . 0 0\\ -

i e L G |
\0 0 j.fi
Fl’".1 g - - ; - .I : .
EREE _Exercage.?'
3 ; By ity aonaey A oni d-.,S réels digtin 1,5-: deux 4 1 de UK.
:;{ k * ‘ ¥ | y - ; Ji. w—t ﬂ- L g -
- pour 1*5.‘1 S0, On p,';.c L (A } ] e mlunum s d'intrpolation de Lagrange £n : a, FasieEs
| IE s l-‘.' el | A E M 3
X ] = L : 1| 5 y . e = 'I?.:'I'f..:_;*.
B =(0%,X°, iy 'j W PR 5 e P9 Al _—
18 (.1=.~‘Llr:.1.ilr.=:1ur.,I (ak‘l pour I'Sik<n S _ T TR e i e
2“)Endedu1rr* que /A, est une buse OROR A D ot
y - : I ) i : : -t = : __
. ] i~ AN - = it ~ gl e - = L.
., ﬁ, 38 Mﬂnl.}ﬁl, quev P e 1Ru_i[j,( '} : 1-{_2_ ):—_rz.;p(% Lol s i 7
;Jl' y "' "k"‘“] . - ; - y = 4 i - =
'4“)Dann£r Ia I'I}ﬁfl'(}f* Ve pasmwe de. la bﬂhb f, alal mae ,ji et donner “01" deteumn'mt-
LS ‘-._; 1 . ; v i ::'._ t Foawy ¢ -
: - 2 Frias o n 2y 2
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Devoir Surveillé N°1 Algébre - 12 Avril 2011
(Durée 2h)

Exercicel
Trouver tous les polynomes P de IR[X] vérifiant :

e =ar (P' désigne le polynome dérivé de P)
(Considerer le degré de P)

Exercice2
On considere le polynome P défini par:

: k=n Xk )
P(X)=) (neIN")

Montrer que le polynome P ne possede pas de racines multiples

Exercice3

On considere la suite de polynomes (1, ) définie par:

il =2 X etpour ndans IN: T, ,; =247, -1,

I'—Calculer T, et T,

2 —a®) Montrer que deé(Tn ) =n ;Determiner ie coefficient dominant

b°)Etablir que si n est pair (resp impair) T, esi pair (resp impair)
- Calculer pour tout nde IN T (1}
4 —Soit 6 €]0, 7|
sin((7 +1)8)
sin(@)

a®)Montrer que pour tout ndans IN T, (cos(@)) =

b®)Etablir que pour tout n dans IN:

T, possede nracines réelles, toutes situées dans J-1,1[ quel'on explicitera
K=

c®)Deduire que pour tout ndans IN : T, (X) = ’?”H (X - cos( :
k=1 1+

)

AL k
d®)Deduire que pour tout n dans IN, la valeur de Hsm( > ud )

F[* Exercice4

"Décomposer en elémentssimples dans IR(X) les fractions rationnelles suivantes:

]
(<] : F(X)= - nElN.) :
5?*1) s £
1 | .:;;%1
G(X) T X2 —1)(X? +1)? o
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~ Ooik p nne projection d'un espace vectoriel euclidien /.

by Y F wie application.

Mrevcice 11

Ui copsidere dans Pespace 182 winni dn produit scalaire et

(” 1’raciser nue base orthonormale de 7+

-

L

(%) Déterminer L. Préciser une basc ovthonorimaie G o4

unages pur pe(a) des vectenrs de la bases

..' 1.”' & f E) Sulenler lf(ﬁ I‘)

canonigue de RY Ia symebrie orthogonale par rapport i 6!

_?l CBxeccice I

I'FF'"

'.-:*

.rm

a b h\
AT ST W R

) bhu}

(3) Lonner Pexpression de la projection orthogonaie via) o

() lerice la watrice de la symetrie urtlmummlv Sg par rapport A f [gnrilv esh dans Ly

g ‘:.-n.' Mol er que p est une projection orthogonale si et seulement si Va: € }_,, (i)l =5 Jfel].

fwmhé ¢ si Vi, y) € E*(f(x), f(y)) = (z,y) alors [ est lindaire.

'L;—-U}

J

un élément o ¢ B sur B Préeiser Lo

"
|
*

" e ﬁuﬁﬂllt (a,b) € % ¢t £ un endomorphisme de B3 donl. la. matrice dans la hiae CAnODie: sl
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